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های چندلایه کامپوزیتی عمیق با استفاده از تحلیل ارتعاشات آزاد پوسته
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 چکیده 

ریتز مورد  -های چندلایه کامپوزیتی از نوع دو انحناء و عمیق با استفاده از روش رایلیدر این مقاله ارتعاشات آزاد پوسته

-. بهباشدکاملا دلخواه  تواند  میهای درنظر گرفته شده در این تحلیل  پوستهو شرایط مرزی  گیرد. هندسه  بررسی قرار می

-روش رایلی  منظور حل مساله ازها، تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول استفاده شده است. بهمنظور بررسی این نوع سازه

استفاده شده است. لازم به ذکر است که با    ،اشمیت-های ایجاد شده با استفاده از روش گرامسری  ریتز، با درنظر گرفتن

به نتایج  به  این سریتوجه  آمده  دارای همگرایی سریعدست  مقاها  در  با سریتری  در به  ایچندجمله  هاییسه  رفته  کار 

نتایج بهمنظور صحه. بههستندهای دیگر  پژوهش بر  مقایسهگذاری  پژوهش یک مطالعه  این  از  آمده  انجام شده  دست  ای 

یه مانند شرایط مرزی، لایه چینی، زاو  تاثیر پارامترهای مختلف  در نهایتکند.  است که اعتبار نتایج و روش حل را تایید می 

عنوان نمونه، نتایج نشان  به  .مورد بررسی قرار گرفته است  مدور، زاویه قطبی و همچنین نسبت ضخامت به شعاع انحناء،

ها  فرکانس   افزایشسبب    و زاویه قطبی  ی و افزایش ضخامتعهای طبیدهد افزایش زاویه مدور منجر به کاهش فرکانسمی

   شود.می

  روند گرام اشمیت. ؛ریتز-های دوانحناء عمیق؛ روش رایلیپوسته: ارتعاشات آزاد؛  کلمات کلیدی

 مقدمه -1

سازه از  چشماستفاده  گسترش  امروزه  کامپوزیتی  چندلایه  صنایع  های  همچون  مختلف  صنایع  در  هواپیماسازی،  گیری 

کشتی بدنه  قایقساخت  و  زیردریاییها  پره ها،  پزشکیها،  مهندسی  در  و  توربین  دلیل  های  است.  می  داشته  را  امر  در این  توان 
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هایی همچون نسبت سفتی و استحکام به  دانست. ویژگی لایه فلزی  های تکسازه ها در مقایسه با  های مطلوب این نوع سازهویژگی

از این رو داشتن درکی صحیح از    وزن بالا، مقاومت در برابر خوردگی و خستگی و مقاومت در برابر ضربه از جمله این خواص است.

علت دارا بودن انحناء قادر به تحمل  ها بهپوسته،  در میان انواع هندسه  برای طراحی هرچه بهتر آنها امری ضروری است.  آنها رفتار  

بزرگ مینیروهای  با صفحات  مقایسه  در  در    باشند، تری  انحنا  و  آنها  پوستهتنوع هندسه  کاربریانتخاب  برای  را  مختلف هها  ای 

پوسته در  هندسه  بالای  تنوع  دیگر  از طرف  است.  نموده  میآسان  فراهم  را  امکان  این  هندسه  ها  آن،  کاربرد  به  توجه  با  تا  سازد 

 موردنظر را انتخاب کرد.

پوسته برروی  بسیاری  مطالعات  کنون  پژتا  است.  انجام شده  پوستههشوها  برروی  شده  انجام  دهه  های  تا  نازک    70های 

لعات  مطا  [ 3]  و همکاران  و همچنین کاتو  [ 2]ز لیو و همکاران  گردآوری و مرور شده است. پس از آن نی  [1]ی توسط لیسا  میلاد

پوسته درباره  شده  کم انجام  پوستههای  دینامیکی  رفتار  و  کردهعمق  مرور  ترتیب  به  را  کامپوزیتی  از    اند. های  تعدادی  اینجا  در 

های نازک و  پوسته  [ 4]  لیو و لیم  1996در سال    شود.های دو انحناء مرور میهای انجام شده برروی ارتعاشات آزاد پوستهپژوهش

ها را  های گوسین متفاوت، ارتعاشات آزاد این نوع سازههای مختلف و شعاععمق دو انحناء را درنظر گرفتند و برای شرایط مرزیکم

از آن در سال   پوسته  [ 5]لیم و همکاران    1997مورد تحلیل قرار دادند. پس  عمق مخروطی شامل  تی کمهای کامپوزیارتعاشات 

-ارتعاشات سه  [6] لیو و همکاران    2002چینی متقارن و نامتقارن بررسی کردند. در سال  اثرات از پیش پیچیده شدن را برای لایه

تحلیل   ریتز برای شرایط مرزی مختلف مورد بررسی قرار دادند.-های دو انحناء نازک و ضخیم را با استفاده از روش پیبعدی پوسته

توسط    2009ای، کروی، سهموی و هذلولوی در سال  های استوانهعمق با هندسههای همسانگرد و نازک و کمارتعاشات آزاد پوسته

 پنالتی انجام شد.   روشریتز و -با استفاده از روش رایلی [7] ویمونتروب

و آتشی  2012در سال   آزاد درون  [8]پور  حسینی هاشمی  ارتعاشات  آزاد برونبرای  ارتعاشات  پوسته صفحه و  صفحه یک 

خیم چندلایه کروی و همسانگرد عرضی، یک حل بسته براساس تئوری ساندرز بدون هیچ تقریبی بیان کردند. معادلات  نسبتا ض

براساس اصل همیلتون به پژوهش  این  ناویر و لوی بهحرکت و شرایط مرزی در  از هر دو روش حل  این دست آمد و  منظور حل 

های چندلایه کامپوزیتی نسبتا ضخیم و عمیق با ارتعاشات پوسته  [10,  9]یز  اسدی و همکاران و اسدی و کاتو ن  مسئله استفاده شد.

  2017چینی مختلف را با استفاده از روش مربعات تفاضلی براساس تئوری تغییرشکل برشی مرتبه اول بررسی کردند. در سال  لایه

های چندلایه کامپوزیتی ارائه کردند. در  های طبیعی پوستهمنظور محاسبه فرکانسیک تئوری مرتبه بالا به [ 11]تورنابن و همکاران 

به پژوهش  تعمیماین  دیفرانسیلی  مربعات  روش  از  معادلات  )منظور حل  بهGDQیافته  نتایج  و  استفاده شد  نتایج  (  با  آمده  دست 

  [ 12]روت و همکاران  نیز    2018افزارهای تجاری المان محدود مقایسه گردید. در سال  نرم  های پیشین و نتایج حاصل ازپژوهش

های چندلایه کامپوزیتی با یک و دو انحناء را در محیط دمایی با استفاده از روش المان محدود مطالعه کردند.  ارتعاشات آزاد پوسته

به نظر  مورد  مدلپوسته  بالا  مرتبه  برشی  تغییرشکل  تئوری  از  استفاده  با  ریاضی  المان  صورت  از  پژوهش  این  در  شد.  سازی 

با    2017در سال    [13]زاده فرد و باغستانی  ملکوسته با هشت گره و هر گره دارای هفت درجه آزادی استفاده شد.  ایزوپارامتریک پ 

با استفاده از   و نسبتا ضخیم  همسانگرد عمیقهای  به بررسی ارتعاشات آزاد پوستهاستفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول  

 های مختلفی را مورد بررسی قرار دادند. ریتز پرداختند. ایشان در این پژوهش شرایط مرزی و هندسه-ایلیروش ر

واضح  آید که پارامتر عمق پوسته در بسیاری از مطالعات نادیده گرفته شده است.  های پیشین چنین بر میبا مطالعه پژوهش 

ک میاست  خاص  شرایطی  در  تنها  کمه  پوسته  فرض  از  سادهتوان  این  و  کرد  استفاده  میعمق  و  سازی  خطا  بروز  به  منجر  تواند 

های طبیعی و شکل مدها شود. از این رو در پژوهش حاضر، پارامتر عمق پوسته درنظر گرفته همچنین محاسبه نادرست فرکانس

-های دوانحناء عمیق از نوع چندلایه کامپوزیتی روش نیمه تحلیلی رایلی ارتعاشات آزاد پوستهبررسی    منظورشود. همچنین بهمی
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های دیگر نرخ شوند که به نسبت سریشود. در این روش توابع پایه با استفاده از روش گرام اشمیت محاسبه میریتز استفاده می

 همگرایی بالایی دارند. 

 بندی مساله فرمول -2

درنظر بگیرید. دستگاه    ،نشان داده شده است  1شکل  طور که در  را همان  ℎکامپوزیتی با ضخامت ثابت  یک پوسته چندلایه  

 𝑧در جهت عرض پوسته و  𝛽در جهت طول پوسته،  𝛼ای درنظر گرفته شده است که گونهبه 𝑜𝛼𝛽𝑧مختصات منحنی الشکل متعامد  

 باشد. در جهت ضخامت و عمود بر سطح میانی می

 

 شماتیکی از پوسته کامپوزیتی دو انحناء (: 1شکل )

های نسبتا ضخیم نتایج مناسبی  های نازک و همچنین پوستهاز آنجایی که تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول برای پوسته

 شده عبارت است از:دهد، بنابراین میدان تغییر مکان درنظر گرفته ارائه می

𝑢(𝛼, 𝛽, 𝑧, 𝑡) = [𝑢0(𝛼, 𝛽) + 𝑧𝜓𝛼(𝛼, 𝛽)]𝑒𝑗𝜔̅𝑡 

𝑣(𝛼, 𝛽, 𝑧, 𝑡) = [𝑣0(𝛼, 𝛽) + 𝑧𝜓𝛽(𝛼, 𝛽)]𝑒𝑗𝜔̅𝑡 ,                      𝑖 = 𝑡, 𝑏 

𝑤(𝛼, 𝛽, 𝑧, 𝑡) = [𝑤0(𝛼, 𝛽)]𝑒𝑗𝜔̅𝑡 

(1) 

های جابجایی  مولفه  𝑤0و    𝑢0  ،𝑣0گر زمان،  بیان  𝑧  ،𝑡و    𝛼  ،𝛽های جابجایی در راستای  ترتیب مولفهبه  𝑢  ،𝑣  ،𝑤که در آن  

برای   جابجایی -روابط کرنشباشند.  می  𝛼و    𝛽دوران محور عمود بر سطح میانی حول محورهای  به ترتیب    𝜓𝛽و    𝜓𝛼سطح میانی و  

 : ازها با درنظر گرفتن پارامتر عمق پوسته عبارت است پوسته

𝜀𝛼 =
1
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(2) 
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(  2جابجایی )-( در روابط کرنش1با قرار دادن میدان جابجایی )باشند.  گر پارامترهای لامه پوسته میبیان  𝐵و    𝐴که در آن  

 شود:صورت زیر محاسبه میها برای سازه بهکرنش

𝜀𝛼
𝑖 =

1

(1 + 𝑧𝑖 𝑅𝛼
𝑖⁄ )

(𝜀0𝛼
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1
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𝑖 =

𝛾0𝛽𝑧
𝑖

(1 + 𝑧𝑖 𝑅𝛽
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𝑖 =
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(1 + 𝑧𝑖 𝑅𝛼
𝑖⁄ )

(𝜀0𝛼𝛽
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1
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𝑖⁄ )

(𝜀0𝛽𝛼
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(3) 

 ها مرتبط کرد: توان با استفاده از رابطه زیر به کرنشها را میاز طرفی برای مواد ارتوتروپیک، تنش

{
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} 
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𝑘
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} = [
𝑄̅44
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𝑘
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𝛾𝛽𝑧
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𝑘

} 

(4) 

𝑄̅𝑖𝑗های  که در آن مولفه
𝑘   توان بههای تنش را می. از طرفی منتجه[14]باشند  یافته می های ماتریس سفتی کاهش مولفه-

 صورت زیر تعریف کرد: 

{
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𝑀𝛼

𝑖
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𝑖

𝜎𝛼𝛽
𝑖 }

𝑧𝑖𝑘

𝑧𝑖𝑘−1

𝑧𝑖 (1 +
𝑧𝑖

𝑅𝛽
𝑖

) 𝑑𝑧𝑖

𝑁𝑖

𝑘=1

 

{
𝑀𝛽

𝑖

𝑀𝛽𝛼
𝑖

} = ∑ ∫ {
𝜎𝛽

𝑖

𝜎𝛼𝛽
𝑖

}

𝑧𝑖𝑘

𝑧𝑖𝑘−1

𝑧𝑖 (1 +
𝑧𝑖

𝑅𝛼
𝑖

) 𝑑𝑧𝑖

𝑁𝑖

𝑘=1

 

(5) 

 شود: صورت زیر تعریف میکرنشی و انرژی جنبشی سازه بهها، انرژی ها و کرنشبا درنظر گرفتن روابط مربوط به تنش

𝑈 =
1

2
∫ ∫{𝑁𝛼𝜀0𝛼 + 𝑁𝛽𝜀0𝛽 + 𝑁𝛼𝛽𝜀0𝛼𝛽 + 𝑁𝛽𝛼𝜀0𝛽𝛼 + 𝑀𝛼𝜅𝛼 + 𝑀𝛽𝜅𝛽 + 𝑀𝛼𝛽𝜅𝛼𝛽 + 𝑀𝛽𝛼𝜅𝛽𝛼

𝛽𝛼

+ 𝑄𝛼𝛾0𝛼𝑧 + 𝑄𝛽𝛾0𝛽𝑧} 𝐴𝐵 𝑑𝛼 𝑑𝛽 

(6) 

𝑇 =
1

2
∫ ∫{𝐼0̅(𝑢̇0

2 + 𝑣̇0
2 + 𝑤̇0

2) + 𝐼1̅(𝜓̇𝛼
2 + 𝜓̇𝛽

2) + 𝐼2̅(𝑢̇𝑜𝜓̇𝛼 + 𝑣̇𝑜𝜓̇𝛽)}

𝛽

𝐴𝐵𝑑𝛽

𝛼

𝑑𝛼 (7) 

 که در آن:

[𝐼0̅, 𝐼1̅, 𝐼2̅] = ∫ 𝜌[1, 𝑧, 𝑧2] (1 +
𝑧

𝑅𝛼

) (1 +
𝑧

𝑅𝛽

) 𝑑𝑧

𝑓𝑖
2

−
𝑓𝑖
2

 (8) 
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هایی  لازم است برای مجهولات پاسخشود. از این رو  ریتز استفاده می-منظور محاسبه پاسخ ارتعاشی سیستم از روش رایلیبه

منظور حدس  اشمیت به-حدسی در نظر گرفته شود که حداقل شرایط مرزی ضروری مساله را ارضاء کند. در این مقاله از روند گرام

 شود. بنابراین: پاسح استفاده می

𝑢0 = ∑ 𝐴𝑖𝜑𝑖
𝑢(𝛼, 𝛽)

𝑚

𝑖=1

 𝑣0 = ∑ 𝐵𝑖𝜑𝑖
𝑣(𝛼, 𝛽)

𝑚

𝑖=1

 𝑤0 = ∑ 𝐶𝑖𝜑𝑖
𝑤(𝛼, 𝛽)

𝑚

𝑖=1

 

(9) 
𝜓𝛼 = ∑ 𝐷𝑖𝜑𝑖

𝜓𝛼(𝛼, 𝛽)

𝑚

𝑖=1

 𝜓𝛽 = ∑ 𝐸𝑖𝜑𝑖

𝜓𝛽
(𝛼, 𝛽)

𝑚

𝑖=1

  

𝜑𝑖ضرایب مجهول و    𝐸𝑖، ... و  𝐴𝑖  ،𝐵𝑖  تعداد جملات سری،  𝑚  که در آن
𝑘  توابع معلوم هستند که به صورت زیر تعریف می-

 :[15] شوند

𝜑𝑖
𝑘 = (𝑓𝑖(𝛼, 𝛽) − 𝑎𝑖,1)𝜑1

𝑘(𝛼, 𝛽) − 𝑎𝑖,2𝜑2
𝑘(𝛼, 𝛽) − 𝑎𝑖,3𝜑3

𝑘(𝛼, 𝛽) − ⋯ − 𝑎𝑖,𝑖−1𝜑𝑖−1
𝑘 (𝛼, 𝛽) (10) 

,𝑓𝑖(𝛼که در آن   𝛽)   1صورت  توابع وزن هستند و به، 𝛼  ،𝛽   و ...،𝛼𝑖−𝑛𝛽𝑛  شوند )تعریف می𝑖 = 1, … , 𝑚    و𝑛 = 0, … , 𝑚  .)

 شود: به صورت زیر تعریف می 𝑎𝑖,𝑖−1از طرفی پارامتر  

𝑎𝑖,𝑖−1 =
∫ ∫ 𝜑1

𝑘(𝛼, 𝛽)𝜑𝑖−1
𝑘 (𝛼, 𝛽)

𝑏

0
𝑑𝛼

𝑎

0
𝑑𝛽

∫ ∫ 𝜑𝑗−1
𝑘 (𝛼, 𝛽)𝜑𝑖−1

𝑘 (𝛼, 𝛽)
𝑏

0
𝑑𝛼

𝑎

0
𝑑𝛽

 (11) 

رایلی نتیجه آن معادله مهریتز لازم است لاگرانژین سیستم نسبت به ضرایب مج-براساس روش  قدار ول کمینه شود، که 

 ویژه زیر است:

([𝐾] − 𝜔2[𝑀]){𝐴𝑖, 𝐵𝑖 , 𝐶𝑖 , 𝐷𝑖 , 𝐸𝑖}
𝑇 = {0} (12) 

 مطالعه عددی  -3

 اعتبار سنجی حل  -3-1

این   پوستهبخش  در  برای  پژوهش  این  از  حاصل  نتایج  اعتبار  بررسی  میبه  پرداخته  عمیق  کروی  آن   شودهای  در  که 

𝐴پارامترهای لامه   = 𝑅 sin 𝜑    و𝐵 = 𝑅  الشکل  و همچنین مختصه منحنی𝛼    و𝛽    به ترتیب معادل با مختصه𝜑    و𝜃   درنظر گرفته

بهشودمی همکاران  .  و  جین  توسط  شده  ارائه  مدل  اعتبارسنجی،  است    [ 16]منظور  گرفته  قرار  بررسی  مقادیر  مورد  آن  در  که 

( ارائه شده است. در این مثال  1( یک پوسته کروی ارتوتروپیک از نوع عمیق با یازده شرط مرزی متفاوت در جدول )Hzفرکانس ) 

𝜙0 = 𝜋 𝜙1و    ⁄4 = 𝜋 ℎ، نسبت ضخامت به شعاع انحناء برابر با  ⁄2 𝑅⁄ = 0.3  ،𝑅 = 1m  و ،𝜃0 = 𝜋, 5𝜋 در نظر گرفته شده    ⁄4

مثال   این  در  همچنین  𝐸11است.  = 150 GPa  ،𝐸22 = 𝐸33 = 10 GPa  ،𝐺12 = 𝐺13 = 𝐺23 = 5 GPa    و𝜌 = 4500 kg m3⁄ 

 ( آمده است.1درنظر گرفته شده است. نمایی از این پوسته در شکل )
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 (: نمایی از پوسته عمیق درنظر گرفته شده 1شکل )

 پژوهش حاضر و مقایسه آن با مقادیر گزارش شده توسط جین و همکاران برای پوسته کروی عمیق دست آمده از (: مقادیر به1جدول )

  Boundary Conditions 

𝜃0  FFFF FFFC CFFF FSFS FCFC SFSF SSSS SCSC CFCF CSCS CCCC 

𝜋 

Jin et al. [16] 

47.19 11.23 241.04 63.47 84.09 97.43 205.91 209.10 626.26 629.50 676.95 

94.61 16.78 244.82 109.78 97.59 198.64 368.42 372.44 669.88 676.00 800.45 

129.46 35.16 254.48 166.60 176.89 367.72 540.50 543.66 789.91 796.76 961.81 

Present 

47.60 11.18 239.31 63.11 82.62 95.79 203.46 206.75 623.43 625.59 672.27 

96.08 16.66 243.62 110.33 94.02 196.79 366.81 370.00 668.53 672.24 795.02 

132.71 34.80 253.51 175.68 174.10 366.81 536.88 539.27 790.83 795.90 954.58 

5𝜋

4
 

Jin et al. [16] 

29.37 8.17 242.94 6.13 54.33 99.90 177.12 179.16 627.17 629.50 660.21 

60.37 11.01 243.11 8.71 56.66 169.06 301.12 304.42 655.30 659.69 743.83 

82.48 21.41 250.47 32.42 122.29 299.61 437.16 440.06 737.18 741.85 861.91 

Present 

29.99 8.11 241.44 5.66 53.18 98.16 174.76 176.90 624.11 625.60 655.81 

62.49 10.95 241.79 8.64 54.57 167.34 299.57 302.21 653.38 655.90 738.91 

85.09 21.24 251.13 32.00 120.25 298.82 433.84 436.19 737.79 740.99 856.40  

دست  جمله نتایج بسیار به نتایج به  30ریتز و درنظر گرفتن تعداد  -آید با استفاده از روش رایلیطور که از نتایج برمیهمان

ناشی از روش حل متفاوت )حل  توان  بعدی انجام شده توسط جین و همکاران نزدیک است و اختلاف ناچیز را می آمده از حل سه

افزایش تعداد جملات درنظر گرفته شده میسه پاسخ را بعدی در مقایسه با حل دوبعدی( درنظر گرفت، همچنین با  توان مقادیر 

 بهبود بخشید.

 و بحث  نتایج -3-2

مثال این بخش  بهدر  متنوعی  آزاد  های  ارتعاشات  برروی  مختلف  پارامترهای  تاثیر  بررسی  پوسته ساندویچی کروی  منظور 

بررسی قرار می مثال چندلایه کامپوزیتی مورد  این  تمامی  𝐸11ها  گیرد. در  = 150 GPa  ،𝐸22 = 𝐸33 = 10 GPa  ،𝐺12 = 𝐺13 =

𝐺23 = 5 GPa    و𝜌 = 4500 kg m3⁄  .است شده  گرفته  مثال،  به  درنظر  اولین  با  عنوان  کروی  پوسته  𝜙یک 
0

= 𝜋 4⁄  ،𝜙
1

=

𝜋 -شود. شرایط مرزی از نوع کاملا ساده است و بهدرنظر گرفته می  0.3و نسبت ضخامت به شعاع برابر با    1m، شعاع متوسط  ⁄2

چینی و چهار نوع شرایط مرزی متفاوت در هر حالت درنظر گرفته شده  چینی، سه نوع لایهتاثیر شرایط مرزی و لایهمنظور بررسی  

منظور بیان شرایط مرزی از حروف  ارائه شده است. لازم به ذکر است که در این مقاله بهاست. و برای هر حالت پنج فرکانس ابتدایی 
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𝜙بیان گر این نکته است که مرز    CFCSشود به عنوان مثال شرط مرزی  اختصاری استفاده می = 𝜙0  از نوع گیردار، مرز ،𝜃 = 𝜃0  ،

𝜙آزاد، مرز  = 𝜙1   گیردار و مرز𝜃 = 𝜃1  .از نوع ساده درنظر گرفته شده است 

 پنج فرکانس اول )هرتز( برای پوسته کروی با شرایط مرزی، لایه چینی متفاوت(: 2جدول ) 

(𝜙0 = 𝜋 4⁄ , 𝜙1 = 𝜋 2⁄ , 𝑅 = 1𝑚 and ℎ 𝑅⁄ = 0.3) 

 لایه چینی
شرایط 

 مرزی 
𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 

[0/90/90/0] 

CCCC 786.4455 900.7347 980.8123 1076.658 1198.593 

SSSS 264.9928 389.5496 554.9119 589.0052 589.7275 

CFCF 622.2103 756.4542 850.8688 875.1801 901.2037 

FCFC 128.7785 145.6149 245.129 277.8168 366.3129 

[0/90/0/90] 

CCCC 788.9218 900.1947 997.4372 1095.261 1212.885 

SSSS 268.0649 391.2409 558.0266 571.7557 575.3111 

CFCF 622.0373 757.3573 844.5142 873.4094 911.619 

FCFC 132.9708 173.0809 245.0142 310.0697 374.1796 

[30/60/60/30] 

CCCC 887.8541 924.1541 962.1082 1024.114 1088.409 

SSSS 317.2455 525.9976 680.4683 707.732 785.5683 

CFCF 745.9194 785.8849 868.109 891.9017 926.0696 

FCFC 117.3661 138.656 240.6595 274.7607 379.7562  

های طبیعی سیستم دارند، به نحوی آید، شرایط مرزی تاثیر قابل توجهی برروی فرکانسطور که از نتایج جدول برمی همان

ترین فرکانس است و این موضوع به سفتی دارای کم  FCFCکه شرایط مرزی کاملا گیردار دارای بیشترین فرکانس و شرایط مرزی  

و   𝜙0شرط مرزی گیردار برروی مرزهای   CFCFناشی از شرایط مرزی مرتبط است. از طرف دیگر با توجه به اینکه در شرایط مرزی 

𝜙1   ها با حالت  گیرد، فرکانساعمال شده است و طول مرزی بیشتری را در بر میFCFC    که در آن مرزهای𝜃0    و𝜃0  ار و دو  گیرد

 باشد. مرز دیگر آزاد هستند، متفاوت می 

و شرایط مرزی کاملا    [0/90/0/90]چینی از نوع  گیرد با این تفاوت که لایهمثال قبل مجددا در اینجا مورد بررسی قرار می

زاویه مدور مختلف مورد پنج   های طبیعی سیستم،تاثیر زاویه مدور برروی فرکانس   منظور بررسیساده درنظر گرفته شده است. به

گردد، که با توجه های طبیعی میفرکانس   دست آمده، افزایش زاویه مدور سبب کاهشبررسی قرار گرفته است. با توجه به نتایج به

 به افزایش طول سازه و درنتیجه افزایش آزادی سیستم قابل توجیه است.

 متفاوت مدور یهپنج فرکانس اول )هرتز( برای پوسته کروی با زوا(: 3جدول )

(𝜙0 = 𝜋 4⁄ , 𝜙1 = 𝜋 2⁄ , 𝑅 = 1𝑚 and ℎ 𝑅⁄ = 0.3) 
𝜃 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 

𝜋/4 625.1771 723.6591 763.6148 1273.9154 1290.2326 

𝜋/2 387.1028 573.6825 625.3547 729.0880 766.2256 

3𝜋/4 299.0010 498.4611 563.3794 617.3331 625.4450 

𝜋 268.0649 391.2409 558.0266 571.7557 575.3111 

5𝜋/4 255.2689 334.4008 457.7365 564.9956 581.2091  
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زاویه قطبی مختلف   چهارگردد. به این منظور های طبیعی سیستم بررسی میمثال بعد، تاثیر زاویه قطبی برروی فرکانسدر 

، عرض سازه کاهش پیدا کرده و در  𝜙0پارامترافزایش  و    𝜙1( با ثابت نگه داشتن پارامتر 2توجه به شکل )  درنظر گرفته شده است. با

 یابد. نتایج در جدول زیر ارائه شده است.های طبیعی سیستم افزایش مینتیجه فرکانس

 پوسته کروی با زاویه قطبی متفاوت(: پنج فرکانس اول )هرتز( برای 4جدول ) 

(𝜙1 = 𝜋, 𝑅 = 1𝑚, 𝜃0 = 𝜋, and ℎ 𝑅⁄ = 0.3) 

𝜙0 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 

𝜋 6⁄  95.87518 179.3717 220.8756 333.3821 350.3017 

𝜋 3⁄  195.7368 202.0755 223.0331 328.7518 440.4856 

2𝜋 3⁄  299.7992 462.627 551.2219 581.5941 708.5668 

5𝜋 6⁄  778.9844 1015.118 1167.399 1234.487 1425.316  
در مثال بعد، تاثیر نسبت ضخامت مورد بررسی قرار گرفته است. به این منظور سه نسبت ضخامت مختلف درنظر گرفته  

افزایش سفتی سازه  یابد که ناشی از  ها افزایش میفرکانس   ،طور که در جدول آمده است، با افزایش نسبت ضخامتشده است. همان

 با توجه به افزایش ضخامت است. 

 پنج فرکانس اول )هرتز( برای پوسته کروی با نسبت ضخامت به شعاع انحناء متفاوت (: 5جدول )

(𝜙0 = 𝜋 4⁄ , 𝜙1 = 𝜋 2⁄ , 𝑅 = 1𝑚 and 𝜃0 = 𝜋) 

ℎ/𝑅 𝜔1 𝜔2 𝜔3 𝜔4 𝜔5 

0.1 250.6691 379.3322 438.0112 445.2308 489.4119 

0.2 265.4378 393.3112 523.6959 543.1940 558.8061 

0.3 268.0649 391.2409 558.0266 571.7557 575.3111 
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