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  دکتری
 ، استادیارکیمکان یندسمه روه، گرازیواحد ش، یدانشگاه آزاد اسلامایران، شیراز،  ب

  d_kamali@rail.iust.ac.ir : مسئولپست الکترونیکی نویسنده  *

 چکيده

در ابتدا با استفاده از تئوری . مورد بررسی قرار گرفته استدارای ترک  FGMفرکانس های طبیعی یک نانومیله در این تحقیق، 

با سپس . شده استستخراج ا ترک دار FGMنانومیله یک ات آزاد الاستیسیته غیرموضعی، معادلات دیفرانسیل حاکم بر ارتعاش

بدست آوردن برای معادلات به معادلات جبری تبدیل و این استفاده از روش اختلاف محدود، استفاده از روش جدا سازی متغیرها و 

بیعی ختلف بر روی فرکانس های ط، اثر تغییر پارامترهای مبا حل مثال های عددینیز  ر انتهافرکانس های طبیعی حل شده اند. د

مدل ساده ای است که به سادگی قابل فرمولبندی ارائه شده در این تحقیق،  ست.نشان داده شده اشده، و کارایی مدل ارائه  مطالعه

نتایج . بررسی کردرا بر فرکانس های طبیعی تاثیر گذار  می توان اثر تغییر پارامترهای مختلف و با استفاده از آنبوده کدنویسی 

 می توان به وجود ترک در آن پی برد.  ، FGMمثال ها، تایید کننده این مطلب است که با رصد فرکانس های طبیعی یک نانومیله 

 کلمات کليدی

  FGM ؛ نانومیله ؛ ترک ؛ ارتعاشات آزاد

 :قدمهم -۱

از جمله کاربرد نانومیله ها میتوان به استفاده از  در دهه اخیر، استفاده از نانومیله ها در صنایع و علوم مختلف گسترش یافته است.

، FGMنانومیله های در نسورهای گازی، ابزارهای پزشکی، و کاربردهای محیط زیست اشاره کرد. آنها در صفحه های نمایش، س

الاستیسیته مثل چگالی و مدول  منجر به تغییرات تدریجی در خواص مختلفشانریجی در ترکیب شیمیایی و ساختاری، تغییر تد

ثرات محیطی مانند تغییرات دما، ارتعاشات و ضربه، احتمال ایجاد ترک و آسیب در وسایل با ابعاد نانو را افزایش می دهند. امیگردد. 

در شناسایی آنها از اهمیت زیادی برخوردار است. و  اطمینان سیستم اثر سوء می گذارنداین ترک ها و آسیب ها، بر ایمنی و قابلیت 

. ه استی پرداختعیفرکانس طب راتییبر اساس تغ لهیم کیترک در  کی ییشناسابه  ۱۰۰۲در سال  [1]موراسی تا، راس همین

هسو و همکاران  .ه است بررسی کردبا استفاده از الاستیسیته غیر موضعی بدون ترک را رتعاشات محوری یک نانومیله ا [2]آیدوگلو 
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 FGM میلهنانویک آزاد  اتارتعاش [4]. سیمسک نده ابررسی کرد ۱۰۲۲در سال را ترک دار همگن رتعاشات یک نانوتیر ا [3]

با استفاده از ، [5] سیوالکز و گاک .مورد بررسی قرار داده استبر اساس تئوری الاستیسیته غیرموضعی  ،رامخروطی بدون ترک 

تعاشات را، ۱۰۲۲در سال  [6]. اکباس اندرا بررسی کرده  FGM یها لهیممیکرو  یطولآزاد ارتعاشات گرادیان کرنش، تئوری 

 .ه استبررسی کردتحت اثر یک نیروی هارمونیک را دار   یک نانومیله ترکاجباری 

و  فنریت ترکمکان ترک، ضریب مانند  بررسی تاثیر پارامترهای مختلفبه  در ادامه تحقیقات اشاره شده در بالا، این پژوهش

با استفاده از تئوری الاستیسیته  ،در ابتدا .پرداخته استترک دار  FGMنانومیله یک عی بر روی فرکانس های طبیمواد، خصوصیات 

با استفاده از . سپس شده استستخراج ترک دار ا FGMحاکم بر ارتعاشات آزاد یک نانومیله دیفرانسیل غیرموضعی، معادلات 

در و به معادلات جبری تبدیل دیفرانسیل حاکم معادلات ، روش عددی اختلاف محدودتکنیک جداسازی متغیرها و استفاده از 

اثر تغییر پارامترهای مختلف  ،ا حل مثال های عددی مختلف. در انتها نیز بشده اندحل جهت بدست آوردن فرکانس های طبیعی 

 .مورد مطالعه قرار گرفته استروی فرکانس های طبیعی، بر 

 

 :فرمولبندی مساله -۲

 در نظر میگیریم: (۲) ق شکلمطاب Lبه طول  FGMیک نانومیله 

 

 
 [4] دارای خصوصيات تابعی طولی FGM: یک نانوميله ۱شکل 

 

بدون در نظر ، (۲)میله شکل در  ارتباط بین تنش و کرنش ،(Nonlocal Elasticityتئوری الاستیسیته غیرموضعی ) بر اساس

 :]7[ به صورت زیر خواهد شدگرفتن نیروی حجمی، 
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با  ae0پارامتر  دول یانگ وم E بیان کننده میدان جابه جایی، uمعرف کرنش محوری،  xx، تنش محوریمعرف  xxکه 

 .است اندازه نانو ساختارهای پاسخ روی بر ی کوچکس هامقیا دهنده اثر نشان که است مقیاس بعد طول، یک ضریب

ارتعاشات آزاد محوری یک نانو میله معادله حاکم بر  ( به2با استفاده از رابطه )( و انجام محاسباتی، می توان ۲با استفاده از رابطه )

FGM [4]رسید : 
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مدول یانگ و چگالی نانو میله، بصورت توابع ت تغییرا، مقالهدر این . معرف زمان است tسطح مقطع میله و  Aچگالی،  که 

 زیر در نظر گرفته شده اند: محوری 
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راست نانومیله می باشد )شکل به ترتیب مربوط به مقدار خصوصیت مورد نظر در انتهای چپ و انتهای  Rدیس نو ا Lندیس که ا

(۲) .) 

مدل  kبصورت یک فنر خطی با ثابت ترک در میله را می توان ، (۱). مطابق با شکل حال اثر ترک را وارد معادلات بالا خواهیم کرد

 مدل کرد. kو حالت بدون ترک را می توان با  به هندسه ترک، مانند عمق ترک، وابسته بوده kکه مقدار  [1] کرد

 

 
 [1] مدل کردن ترک بصورت یک فنر خطی: ۲شکل 

 

 برای میله خواهیم داشت: Aو با در نظر گرفتن سطح مقطع ثابت ( ۱)با توجه به رابطه 
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 مکان ترک می باشد. C که

 (۴)شرایط مرزی زیر را برای معادلات و زاد در نظر گرفته ایم یک سر آ-گیریک سر را ر نانومیله مرزی حاکم بدر این مقاله شرط 

 خواهیم داشت:
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 . [1] مربوط به مکان ترک هستند چهارمو  سومکه شرایط 

ش جداسازی متغیرها، روابط زیر را در نظر می با توجه به اینکه به دنبال تعیین فرکانس های طبیعی می باشیم و با توجه به رو

 :گیریم

(۶)    ) exp()(),(  ), exp()(),( 21 tixvtxutixutxu     
 می رسیم:ترک دار  FGMنانو میله یک برای ارتعاشات آزاد به روابط زیر  ،پس از ساده سازی ترکیب روابط بالا وبا 
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 می باشند. ~x شتق گیری ها نسبت به متغیرلازم بذکر است که در تمام روابط بالا، م

در این تحقیق، با توجه به نوع ترک دار دست یافت.  FGMمیله  نانویک می توان به فرکانس های طبیعی  ،(۷با حل معادلات )

 .می شوداستفاده حل آنها  برای (FDM) از روش اختلاف محدودهستند،  ۱خطی و از مرتبه  ،معمولی یاین معادلات که معادلات

bxدر محدوده   ~0 ،n  نقطهnihixi ,...,2,1   )1(~
1   1با فاصله های مساویh 1 و در محدوده~  xb ،m  نقطه

mjhjbx j ,...,2,1   )1(~
2   2با فاصله های مساویh و ف محدود مرکزی، با استفاده از روش اختلا. در نظر می گیریم

 :تبدیل می شوندبه فرم زیر  (۷های ) رابطهبا انجام محاسباتی، 
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ضرائب  نوشت که ماتریسماتریسی یک دستگاه را بصورت آنها می توان ه هستند کروابط گسسته سازی شده  ،(۸)های رابطه 

، باید دترمینان دستگاه تشکیل شدهمی دانیم که برای بدست آوردن جواب های غیربدیهی برای می باشد.  2شامل پارامتر 

ترک دار  FGMنانومیله یک می توانیم به مقادیر فرکانس های طبیعی ارتعاشات  با این کارماتریس ضرائب را صفر قرار دهیم. 

 با حل مثال های عددی، صحت روابط بررسی خواهد شد. ،بعد قسمتدر  برسیم.

 مثال های عددی: -۳

، تاثیر مثالر هر دو شده است. دترک دار بررسی  FGMیک نانومیله و در مثال دوم، ترک دار همگن یک نانومیله  ،مثال اولدر 

که ، هر کجا قسمتدر کل این لازم به ذکر است که . شده استتغییر در پارامترهای مختلف بر فرکانس های طبیعی مطالعه 

 می باشد.   صحبت از فرکانس طبیعی شده است، منظور فرکانس طبیعی بدون بعد شده 

 

 ترک دارهمگن  فرکانس های طبیعی یک نانومیله ۳-۲

 از پارامترهای بدون بعد زیر استفاده شده است:در حالت اول، 

(۲)   1 ,1 ,2002.0  ,1144.0
~

  ,00  rr
L E

L

C
b

kL

AE
k

L

ae
 

دیده می شود، تطابق  (۲)همانطور که از جدول آورده شده است.  (۲)مد اول، در جدول  سهفرکانس های نتایج بدست آمده برای 

  .ردوجود دا [6] خوبی بین نتایج تحقیق حاضر و مرجع

 

 ترک دارهمگن نانوميله ، اول تا سوم : فرکانس های طبيعی۱جدول 

10, 42مطالعه حاضر )  mn) ( 5, 21مطالعه حاضر  mn)  مد [6]مرجع 

1.4276 1.4276 1.4278 1 

4.5563 4.5510 4.5576 2 

7.8458 7.8181 7.8540 3 
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در این حالت، از است. ثر تغییر ضریب فنریت ترک مورد بررسی قرار گرفته ، اامتر مقیاسپاربا در نظر گرفتن در حالت دوم، 

 بدون بعد زیر استفاده شده است: یپارامترها

(۲۰)     1  ,1  ,5.0  ,1.0  rrEb  

kدیده می شود، افزایش  (۱)در جدول همانطور که 
ث کاهش فرکانس طبیعی خواهد شد که این مساله ترک( باع k)کاهش  ~

طبیعی می باشد. این نتایج نشان می دهد که با رصد فرکانس و دورتر شدن از حالت بدون ترک فزایش انعطاف پذیری ترک بدلیل ا

 می توان به وجود عیوبی مانند ترک پی برد.  اول،

 

 ترک دار نانو ميله همگن طبيعی اول نسبت به ضریب فنریت ترک،: تغيير فرکانس ۲جدول 

16, 16مطالعه حاضر )  mn) 
 مطالعه حاضر

(6 ,6  mn) 
k [6]مرجع 

~
 

1.4810 1.4801 1.4812 0.1 

1.2582 1.2580 1.2582 0.5 

1.1385 1.1385 1.1385 0.8 

 ترک دار FGMفرکانس های طبیعی یک نانومیله  ۳-۱

اثر تغییرات پارامترهای زیر در نظر گرفته شده و حالت اول،  در
rE  آورده  (۳)و در جدول بر روی فرکانس های طبیعی مطالعه

 شده است. 

(۲۲    )05.0  ,1 ,1 ,4.0  ,5.0
~

  ,0 210  hhnbk r 

همانطور که انتظار می ایسه شده است. نتایج بدست آمده از مطالعه حاضر با نتایج بدست آمده از نرم افزار انسیس مقدر این حالت، 

رود، با افزایش 
rEدر شبیه سازی ش تدریجی سفتی نانومیله می باشد. ، فرکانس های طبیعی افزایش می یابد که ناشی از افزای

,1 انسیس،  1,  1L LL E    میله با استفاده از المان، در نظر گرفته شده link180 و ترک بصورت یک ه سازی گسست

توان اثر پارامتر مقیاس را وارد  نمی ،انسیسدر لازم به ذکر است که . شده است مدلمتر  0.05 المان فنر خطی با طول کوچک

خصوصیت مواد برای هر المان، بصورت میانگین خصوصیت در دو سر نیز بصورت مستقیم وجود ندارد و  FGMکرد و امکان تعریف 

در انسیس تغییر پارامترهای مختلف، مثل تغییر در مکان ترک، بسادگی قابل انجام  ،همچنینگرفته شده است. المان در نظر 

در مدل ارائه شده در این تحقیق، این محدودیت ها وجود ندارد و فرمول ارائه شده در این تحقیق نسبت به شبیه سازی در  نیست.

 انسیس برتری دارد.

 

 ترک دار  FGM، نانو ميله rEنسبت به پارامتر طبيعی های فرکانس  تغيير :۳جدول 

3rE 2rE 1rE مد مرجع جواب 

 انسیس 1.2174 1.3004 1.3560
1 

 مطالعه حاضر 1.2082 1.2913 1.3469
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 انسیس 4.5438 4.9360 5.1595
2 

 مطالعه حاضر 4.4854 4.8810 5.1073

 انسیس 6.0392 7.4135 8.5998
3 

 مطالعه حاضر 5.9746 7.3307 8.4958

 است:، پارامترهای زیر در نظر گرفته شده از مثال دوم در حالت دوم
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ثر تغییرات پارامتر ادر این حالت، 
r آورده شده است.  (۳)شکل مطالعه و در اول یعی بر روی فرکانس طب 

 

 
اثر تغيير : ۳شکل 

r بر روی فرکانس طبيعی اول 

همانطور که انتظار می رود، با افزایش 
r کاهش می یابد که ناشی از افزایش تدریجی جرم در طول نانومیله اول ، فرکانس طبیعی

 می باشد. 

آورده شده است. در این حالت،  (۶)و در جدول  بر روی فرکانس های طبیعی مطالعه ، اثر تغییرات پارامتر نیز حالت آخردر 

 پارامترهای زیر در نظر گرفته شده است.

(۲۳)    05.0  ,2  ,2 ,1 ,4.0  ,5.0
~

 210  hhEnbk rr  

، فرکانس طبیعی کاهش می یابد و این اختلاف مقادیر، نشان دهنده ، با افزایش مشاهده می شود (1)در جدول همانطور که 

 تفاوت استفاده از دو تئوری الاستیسیته موضعی و غیر موضعی می باشد. 

 

 ترک دار FGM، نانو ميله طبيعی نسبت به پارامترهای تغيير فرکانس  :۶جدول

2.0 1.0 0 مد 

0.9870 0.9883 0.9887 1 

3.3049 3.9427 4.2498 2 

3.9361 5.0916 5.7643 3 

 

 نتيجه گيری: -۴
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ترک دار، مورد بررسی قرار گرفت. مدول یانگ و چگالی نانو میله، بصورت توابعی  FGMدر این تحقیق، ارتعاشات آزاد یک نانومیله 

اثر و  گردید، از تئوری الاستیسیته غیرموضعی استفاده حاکم معادلاتدر استخراج شدند. در نظر گرفته نانو میله مختصات طولی  از

ادلات مع ،از روش اختلاف محدودشده و با استفاده استفاده  از پارامترهای بدون بعد در مدل ارائه شده،. شدروابط وارد مقیاس 

کارایی و دقت مدل ارائه شده در این نشان دهنده نتایج مثال های عددی، تبدیل شده اند. ت جبری به معادلاحاکم دیفرانسیل 

مثل  یپارامترهای مختلفتغییر که با استفاده از آن می توان اثر است  مدل ساده ای حقیق،تمدل ارائه شده در این  .استتحقیق 

در  ،در حالیکهبررسی کرد. نانو میله بر روی فرکانس های طبیعی  را چگالیو تابع  مدول یانگتابع ضریب فنریت ترک، مکان ترک، 

می شویم و تغییر در مواجه مختلفی مانند انسیس، با محدودیت های  ،مدلسازی چنین مساله ای در نرم افزارهای المان محدود

 .، بسادگی مدل ارائه شده در این تحقیق نیستتاثیر گذار بر فرکانس های طبیعیپارامترهای 
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