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 چکیده 

ا آن و   ابعاد به یرمتغضخامت    دلینمیفحه  میکرو ص   یک  بعد شدهبی فرکانس طبیعی   وابستگی میزان بررسیمقاله    نیهدف 

ترک   گرادیان دما، با لایه  شدن  بیهنگام  پیزوالکتریکآن  تابعی  گره  مستطیلی  المان  کی  یشنهادیپ   المان  است.  های مدرج  ی چهار 

انرژی میکرو ورق بر اساس تئوری مرتبه    .باشدمی  1Cو از مرتبه پیوستگی ضعیف    در هر گره  یدرجه آزاد 15  یاست که دارا  نامنطبق

از توابع شکل چندجمله  افتهیودکوپل بهب تنش  یتئوراول برشی و   با استفاده  روش    با استفاده ازدر ادامه،  .  شودای تقریب زده میو 

م  ،محدود  ء اجزا نتا  اضر ح  یهاافتهی.  شودیمگسسته    نیدلیم  ورق   کرویمعادلات  ادب  جیبا  در  موفق  سهیمقا  اتیموجود  با    د ییتأ  تیو 

تابعی پیزوالکتریک    هایه یلاعملکرد    رینشان دادن تأث  ی برا  قیمطالعه دق  کی. سپس  شوندیم فرکانس  بر    اثر افزایش حرارت  ومدرج 

نتاگرددیمانجام    ستمیس   طبیعی تابع توانی  ریتمام مقاد  یبرا  که  دهدیمنشان    جی.  به دلافزایش    با   طبیعیفرکانس    ،اندیس    ل یدما 

. به استچهارطرف گیردار  از    شتریب  شرایط مرزی چهارطرف ساده  یبرا فرکانس    کاهشاین    میزانکه    ،ابدییکاهش م  ی،سفتهش  کا

نسبت    که  دهدی منشان    جینتاعلاوه   افزایش  طول  با  مقیاس  پارامتر  به  همچنینضخامت  صفحه، نازک نسبت  افزایش    با  و  شدگی 

 یابد. شده سیستم افزایش می بعدبیفرکانس طبیعی 

  .ضخامت متغیر؛ مواد مدرج تابعی پیزوالکتریک ؛محدود ءاجزا ؛دلینمی میکرو صفحه  :کلمات کلیدی

 مقدمه -1

  های محرک و    ها حسگر  درای  گسترده بسیار  ، کاربرد  هم زمان  یکیو الکتر  یکیمکان  خواص   دارا بودن  لیبه دل  کیزوالکتریمواد پ 

بالا    یحرارت  یهاتنشو    دیتنش شد  تحت  یهاطیمحدر    ژهیبه و هدفمنداستفاده از مواد    راًیاخ .  ]1[  اندکرده  دایپمیکروالکترومکانیکی  

 ر ییجهت تغ ندچ ای کی به طور مداوم در  شانهستند که خواص  یمواد ناهمگن مواد مدرج تابعی  را به خود جلب کرده است. یادیتوجه ز

با تغ  مواد مدرج تابعی  ساختار  .]2[کند  یم  .دیآیمبه دست  ضخامت    ها در راستایآن دهنده    لیمواد تشک  بیترک  یجیتدر  رییمعمولاً 
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با  یعیوس   فیدر مورد ط  ایگسترده   مطالعات   تاکنون پاسخ   ]2[  ی ردو    نی شده است. پراو  رائه ا  مواد مدرج تابعی  از موضوعات مرتبط 

 ی برش   یهاکرنش  و در نظرگرفتن  محدود  ء اجزا  روشرا با استفاده از    هدفمند  ی فلز_ یکیصفحات سرام  یرخطیغ  یکینام ی و د  یکیاستات

بررس   یهاچرخشو    یدوران  ینرس یا  ،یعرض  بزرگ  و    ینسبتاً  پاندا  استات  ءاجزا   لیتحل  کی  ]3[  یرکردند.  از   یرخطیغ  یکیمحدود 

تابعیصفحات   راستای ضخامت  مدرج  ا  یحرارت  طیعدم حضور مح  ایدر حضور    در  نظر  نیارائه کردند.  اساس  بر    ل شک   رییتغ  هیمدل 

به   ،استحکام بالا و سبک هستند   یدارا  مدرج تابعیت که مواد  شایان ذکر اس   . ارائه شدکارمن  فون   یرخطیغ  کرنش  مرتبه اول و  یبرش 

باهاطیمحمقاومت در    تیزاز م  علاوه، بوده و در مقا  یدما  انیگراد  یی  برخوردار   ی مکانیکی وهاتنش  ه،یبا صفحات چند لا  سهیبالا 

و  انگی .گرددمی بیان  تابعی جمدر صفحات یرو بر یمطالعات اثرات حرارت در ادامه چند نمونه از .ودش ا ایجاد میکمتری در آنه یحرارت

ثابت با استفاده از   یدر دما  وتحت تنش    را  می نازک و نسبتاً ضخ  مدرج تابعیصفحات    یو ارتعاش   یخط  یکینامیپاسخ د  ]5  و  4[شن  

 یحرارت  یهاطیمحرا در    یلیصفحات مستط  یبعدسه  یارتعاشات آزاد خط  ]6[  شانو همکار  یل  .کردند  یبررس   لیفرانسیروش ربع د

را به خود    زیادیتوجه   ریاخ  یهاسالدر    1ک یزوالکتریپ   مدرج تابعی  به نام موادمواد مدرج تابعی    از   یگرینوع د  .ندمورد مطالعه قرار داد

  ی هامحرک و    امعمولاً نسبت به حسگره  تابعی پیزوالکتریک  مدرج  مواد   عناصر ساخته شده از  ایهوشمند    یجلب کرده است. سازه ها

با خواص مواد    کیزوالکتریپ   ی اصفحه  ی دارند. برا  ی ، برترشوندیمساخته    4شکلچندو    3شکلدو،  2شکلتک که اغلب از مواد    یمعمول

تحت   هاهیدر فصل مشترک لا معمولاً ،یسطح  یاز جداشدگ یو شکست ناش  بزرگ هایتنش اد،یز یخمش هایکرنش  ها،هیهمگن در لا

در   هدفمندماده    یهایژگیوبا    کیزوالکتریپ   یهاسازهمواد و    وب،یع  نیکاهش ا  ی. برادهدرخ می  یکیالکتر  ای  یکیمکان  یهایبارگذار

روش   ]8[  شکاران لو و هم  .شودیماشاره    نهیزم  نیاز مقالات در ا  تعدادیبه    ادامهدر  .  ]7[اند  شدهو ساخته    معرفی  ،هیجهت ضخامت لا

بهجت و    ند.ارائه کرد   یلیتحل  مه یروش ن  کی  با  هدفمند  یلیطمست  کیزوالکتریصفحه پ   ک ی  قیدق  معادلاتاستخراج    یرا برا  یدی جد

با استفاده از مدرج تابعی پیزوالکتریک،    یهانلپاو آزاد    یکینام ی د  ،یکیاستات  مطالعه جامع در مورد پاسخ ارتعاش  کی  ]9[  شهمکاران 

با وجود تمام تحقیقات صورت  .  ندارائه کرد   یکیو الکتر  یحرارت  ،یکیمکان  یهای مختلف بارگذار  یهاتحت مجموعه   ،محدود  ءاجزاروش  

مورد بررسی   کمترتاکنون    یر،و ضخامت متغ  مدرج تابعی پیزوالکتریکهای  صفحهحسگرهای مبتنی بر میکرو  شود  میگرفته، مشاهده  

ده مواد پیزوالکتریک هدفمند در حسگرهای میکروالکترومکانیکی، هدف اصلی ه کاربرد بسیار گستر . از طرفی با توجه باست  قرار گرفته

 ان یتحت گراد  ،پیزوالکتریک هدفمند   هایبا لایه  ریضخامت متغ  صفحه  کرویارتعاشات آزاد وابسته به اندازه یک م  لیتحل،  رو  پیشمقاله  

بدین منظور سایر  باشدمی دما به های  قسمت .  زیر سازمان  پژوهش حاضر  تئوری  صورت خلاصه  به . بخش دوم  اندیافتهصورت  به مرور 

پارامتر   نیی تع  یحال سادگ  نی[ دقت بالا و در ع10]  افتهیکوپل بهبود  تنش  ی تئور دلیل استفاده از  پردازد.  یافته میبهبود کوپل    تنش

  علاوه  یثابت ماد 1و  3از  بیبه ترت افتهی بهبود کوپلکرنش و تنش انیگراد هایتئوریشایان ذکر است که  . باشدمی آن طول  اسیمق

کوپل حالت ساده های تنشکلی، تئوریدر حالت  .  کنندمی  استفاده  گردرفتار وابسته به بعد مواد همسان  فیتوص   برای  لامه  ثوابت  بر

انرژی کرنشی بدست آمدهکه بر اساس فرضیه  های گرادیان کرنشای از تئوریشده  اند، ی دخالت مشتق مرتبه اول تانسور کرنش در 

دچار  مشخص  یک مقیاس   در  دلخواه، مادی در اثر اعمال یک بارگذاری  ، یک ذرهتنش کوپل بهبود یافته  تئوری اساسبر  باشند.  می

 .باشدیم  ز نیحنا  علاوه بر تانسورکرنش، شامل تانسور ان  یکرنش  یانرژ   افته،ی  بهبود  کوپلتنششود. بنابراین در تئوری  انتقال میو  دوران  

  مقیاس طول مادی  تنها یک پارامتر  در بر گرفتن  ،های غیرکلاسیکی تئور  سایرنسبت به   افتهی  بهبود   کوپلتنش یتئورترین مزیت  مهم

تری را  دقیق  هایسازیکوپل بهبود یافته مدلاین ویژگی تئوری تنش  دلیل وجود باشد. به  می  لحاظ کردن اثر اندازه سیستم  به منظور 

  .دهدارائه می کلاسیک مکانیک محیط پیوسته تئوری در مقایسه با 

سوم   بخش  حاکم  در  معادلات  جابجایی،  میدان  معرفی  متغمستطیلی    صفحه  کرویمبا  لایه  ریضخامت  هدفمندهای  با   پیزوالکتریک 

های  یافته. شودمیر استخراج محدود، مدل کاهیده شده میکرو صفحه حاض  ءاجزاو همچنین با بخدمت گرفتن روش گردند میاستخراج 

. در شوندگذاری میصحهپیشین مقایسه و  های  پژوهشحاصل از مدل ارائه شده در این مقاله در بخش چهارم با نتایج گزارش شده در  

همچنین   قسمت  طب  تغییراتاثر  این  فرکانس  بر  میکرو  ع یدما  لایه  صفحهی  به  شده  مجهز  پیزوالکتریکهای  همگن  تابعی  و  مدرج 

 
1Functionally graded piezoelectric material 

2Uni-Morph  
3Bi-Morph 
4Multimorph 
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پارامترین  همچن به  افزایش نسبت ضخامت  با لایه  صفحهمیکرو    مادی طول مقیاس  اثر  پیزوالکتریکهای  همگن  تابعی  بررسی  مدرج 

 .گیردمینیز در این بخش مورد مطالعه قرار  آن طببیعی  اثر تغییرات ضخامت ورق بر فرکانسهمچنین  .گرددمی

 تئوری تنش کوپل بهبود یافته مروری بر  -2

(، شامل تانسور انحنا )که  استعلاوه بر تانسورکرنش )که مزدوج تانسور تنش    یکرنش  یانرژ  ،افتهی  بهبود  کوپل تنش  یورئت  اساسبر  

  ی انرژ  ،یخط  کیماده الاست  ک یکوچک    های شکل  رییدر تغ  جهت  ن یاز ا.  اشدبیم  ز نی(  است  کوپل  تانسور تنش  یمزدوج بخش انحراف

 .]10[ گرددیم انی( ب1رت رابطه ) به صو ی در اثر اعمال بارگذاری خارجیکرنش

 ( )1
, 1,2

2
= + = ij ij ij ijv

U m dv i   .  (1) 

آن در  تنش    بترتیبه  ijوU،ij ،ij،ijm  که  انحراف  ،یکوش تانسور  بخش  تنش  یتانسور کرنش،   انحنای   تانسور  و  کوپل تانسور 

 . باشندیمتقارن، م 

 2 ,ij ij ij ij ie E= + −    (2) 

 ( ), ,

1
,

2
ij i j j iu u= +  (3) 

 22 ,ij ijm l=    (4) 

 ( ), ,

1
.

2
ij i j j i= +    (5) 

  نی. همچنشوندمی دهینام یطول ماد اسیپارامتر مق  lو  مدول برشی مادهش، بردار چرخ ،ییبردار جابجا u در روابط فوقکه 

 . شوندیشناخته م ثوابت لامهبه عنوان  و

به  مؤلفه لازم  رابطه  است،  مؤلفهذکر  و  بردار چرخش  به  های  جابجایی  بردار  می   قرارهای  رابطه    که  باشدزیر  این  نماد    eدر 

 . استجایگشت 

 ,

1
.

2
i ijk k je u=  (6) 

 معادلات حاکم بر مسأله  -3

متغ   ستطیلیم  ورق  کرویم  مدل  ک یاز    یکیشمات  1  شکل لایه  ریضخامت  هدفمندهای  با  گراد  پیزوالکتریک  نشان    دما  انیتحت  را 

  بیشترین ضخامت ورق در کناره هاو  b، عرضa طولدارای حاضر  ریضخامت متغ مستطیلی ورق کرویشکل م  نی. مطابق ادهدیم
1h  

و کمترین ضخامت آن در وسط
2h  باشد این میکرو ورق  .می  از  المان    الکتریک پیزودو لایه  و    یهسته سیلیکونیک  از    ، همچنین هر 

و بالا  در  تابعی  آن  مدرج  الکتریک،  لایه   .شودمیتشکیل    پایین  پیزو  ماده  یک  و  سیلیکون  اختلاط  از  تابعی  مدرج  پیزوالکتریک  های 

می پیزوالکتریک  ای  بگونه  آیند،بدست  خواص  دارای  ورق  آزاد  سطح  در  و  سیلیکون  خواص  دارای  هسته،  با  اتصال  قسمت  در  که 

 ئوس تا مرکز فرض شده است.خطی از رضخامت به صورت  در این مطالعه تغییرات  لازم به ذکر است که. باشندمی
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 ، ج( شماتیک الماننحوه المان بندی ، ب(شماتیک سه بعدی  الف( .پیزوالکتریک هدفمندهای با لایه ریضخامت متغ مستطیلی ورق کرویم .1شکل 

در راستای ضخامت    ،حاضر  زوالکتریک هدفمندپیهای  با لایه  ریضخامت متغ  مستطیلی  ورق   در میکرو  هر المان   خواص مکانیکی

 . باشدزیر می طریق، به مؤثر این میکرو ورق قانون خواص این کند. طبقبر اساس قانون توانی تغییر می

 ( ) ( )1 1 2 3
0 1 1 2 31 ,P T P P T PT PT PT−

−= + + + +  (7) 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,m c mP z T P T P T P T V= + −  (8) 

  (1) 0
0 1

1 0

, ,

n
z h

V for z h h
h h

 −
=  

− 
 (9-الف ) 

  (2)
1 21 , ,V for z h h=   (9-ب) 

  (3) 3
2 3

2 3

, ,

n
z h

V for z h h
h h

 −
=  

− 
 (9-ج) 

آن  در  پارامترهای  Pپارامتر  بعبارتی  ،  استماده    تیخاص   کی  P  که  تمامی  یانگ،    E  شامل  پواسون  مدول   α  دما، T،ضریب 

  باشد.می  ورق  اندیس تابع توانی میکرو  n، همچنین  شد بامیپارامتر مادی مقیاس طول   lو    جرم  یچگال   ،یانبساط حرارت  بیضر

  یهاثابت
0P  ،

1P−
، 

1P  ،
2P  و

3P هستند. فردمنحصربه هر ماده   یبرا ووابسته به دما هستند  بیضرا 

در دستگاه مختصات    دلینمیصفحه  ، میدان جابجایی یک نقطه دلخواه از  اولتغییر شکل برشی مرتبه  با در نظر گرفتن تئوری  

 . ]11[ شودکارتزین به صورت زیر تعریف می 

 ( ) ( ) ( )0, , , , , , ,xu x y t u x y t z x y t= −   (10-الف) 

 ( ) ( ) ( )0, , , , , , ,yv x y t v x y t z x y t= −   (10-ب) 

 ( ) ( )0, , , , ,w x y t w x y t=  (10-ج) 

صفحه میانی میکرو   ای و عرضی یک نقطه دلخواه واقع بر های درون صفحهبه ترتیب نشان دهنده جابجایی  0wو    0u  ،0  که در آن

ترتیب زوایای چرخش صفحات میانی ورق نسبت به   yو xهستند. همچنین  (z, y, x)ترتیب در راستای محورهای مختصات  ورق به

 هستند. x و yبه محورهای 

 شوند.زیر تقریب زده می جابجایی به طریق -روابط کرنش (10)و  (3)دلات با استفاده از معا

 

2
0, , ,

2
0, , 0 1 ,

0, 0, , , , ,

0.5( )

, 0.5( ) ,
x x x x x

T
p y y y y P p y

xy y x x y y x x y

u w

v z z w

u v w w

      
      

= = − = − = +       
       + +       

 

      

  

 (11-الف) 

 ,

,

.
y yyz

s
x xxz

w

w

− +  
= =   

− +   





 (11-ب) 

a 
b 

 ب( الف(

1h 2h

FGMP 

FGMP 

Mindlin micro-plate 

0h

2h

3h

1h
h

z
x

 ج(

z

x

y 



 ایران   –تهران    –1401ذر ماه آ 30و  29–المللی آکوستیک و ارتعاشات  کنفرانس بین زدهمینسی

 

 

5 

 آیند.میبدست  ر یبه صورت ز زین ی متقارنصفر تانسور انحنا ریغ هایمؤلفه  (6)و  ( 5)همچنین با کمک معادلات 

 

( )
( )
( )

( ) ( )

, .

, .

. .

, . , ,

2

21
,

4 2

yx y x
x

xy x yy

b
z y x x y

xy
yy y y xx x x

w

w

w w

 +
   
   − +   

= =   
− −   

     + − +  







  


 

 (12-الف) 

 
( ) ( )
( ) ( )

. . 0, 0,

, . 0, 0,

1
.

4 s

y xy x yy xx xyyz

s m

xz y xx x yx xy yy

z v u
z

z v u

 − − + −   
= = =− +   

− − + −    


 
  

  
 (12-ب) 

 شوند.به قرار زیر حاصل می (12)و   ( 4)با استفاده از معادلات های تانسور تنش کوپل، مولفه

    2 22 , 2 .
T T

b x y z xy b s yz xz Sm m m m m Gl m m m Gl= = = =   (13) 

 ی کرنش الاستیک المان مدرج تابعی پیزوالکتریکانرژی جنبشی و انرژ 3-1

 کنند. را برای یک المان بیان می حرارتی، الکتریکی و جنبشی ،یکرنش یانرژ به ترتیب ( 17)تا  (14)روابط 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0, 0, , , 0, 0, , ,

, , , . , . . . , .

, , . . 0, 0

1 1

2 2

1
(

2

ij ij ij ij x x y y x x x y y y xy y x xy x y y x

V A

yz y y xz x x x xy y x y xy x y z y x z x y yx yy y y

yx xx x x yz y xy x yy yz xx

U m dv N u N v M M N u v M

N w N w w w w

w v u

  = + = + − − + + − + 

− − − − + + − − − + +

− + − − + −

        

           

      ( ) ( ) ( ) , , . 0, 0, ) ,xy xz y xx x yx xz xy yyv u dA− − + −   

 (14) 

 ( ) ( )2 2
0, 0, , , , ,

1 1 1
( ) ( ) ( ( ) ) ,

2 2 2
T x y m x y x y b x x y y c

V A

U z T z dv T u v w w T T dA
− −  

= +  =  + + + − + + 
 

       (15) 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

31 32 33 3

31 0, 31 , 32 0, 32 , 33 3

1 1
( )

2 2

1
( ) ,

2

e Z Z x y Z Z

V V

e x e x x e y e y y Z Z

V

U D E dzdA e e k E P T E dzdA

a u b a v b K E P T E dA

= = + + +  =

− + − + + 

 



 

 

 (16) 

 ( )2 2 2 2 2
0 0 1 0 2 0 0 1 0 2 0 02 2 ,x x y yy

t A

K m u mu m m v mv m m w dAdt= − + + − + +       (17) 

) که در آن ), , ,=i iN M i x y xy و( ), , , , =j j x y xy xz yz   های تنش و تنش کوپل بوده که مطابق روابط  ترتیب منتجهبه

 شوند:زیر بیان می

 
11 12 0, 11 12 , 31

12 11 0, 12 11 , 32

66 0, 0, 66 , ,

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 0 0

x x x x e

y y y y e

y x x y y x zxy

N A A u B B a

N A A v B B a

A u v B EN

           
            = − −            
            + +          





 

 (18-الف)

 
11 12 0, 11 12 , 31

12 11 0, 12 11 , 32

66 0, 0, 66 , ,

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 0 0

x x x x e

y y y y e

y x x y y x zxy

M B B u D D b

M B B v D D b

B u v D EM

           
            = − −            
            + +          





 

 (18-ب) 

   ,
T

yz xz sN N P=   (18-ج) 
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     ( )   ( )4 , 4 , 4 ,
s s

T T T

x y z xy b yz xz m yz xz mR R F F O = = − = −               (18-د) 

 که در آن 

 ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )1 2 3

0 1 2

1 22 2 2
11 11 11 2 22

1 2

, , 1, , 1, , 1, , ,
11 1

h h h

h h h

E z E zE
A B D z z dz z z dz z z dz

z z
= + +

−− −
   

 (19-الف) 

 ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )1 2 3

0 1 2

1 1 2 22 2 2
12 12 12 2 22

1 2

, , 1, , 1, , 1, , ,
11 1

h h h

h h h

E z z E z zE
A B D z z dz z z dz z z dz

z z
= + +

−− −
  

 

 
 (19-ب)

 ( )
( )
( )( )

( )
( )

( )
( )
( )( )

( )1 2 3

0 1 2

1 22 2 2
66 66 66

1 2

, , 1, , 1, , 1, , ,
2 12 1 2 1

h h h

h h h

E z E zE
A B D z z dz z z dz z z dz

z z
= + +

++ +   
 (19-ج)

 ( ) ( )
1 2 3

0 1 2
1 2 ,

h h h

h h h
P G z dz Gdz G z dz= + +    (19-د) 

 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3

0 1 2

2 22
1 22 2 2, , 1, , 1, , 1, , ,

2 2 2

h h h

h h h

G z l z G z l zGl
R F O z z dz z z dz z z dz= + +    (19-ه) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 3

0 2
31 32 31 32 31 32, , , ,

h h

e e h h
a a e z e z dz e z e z dz= +   (19-و) 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 3

0 2
31 32 31 32 31 32, , , ,

h h

e e h h
b b e z e z zdz e z e z zdz= +   (19-ز) 

 ( ) ( ) ( )
1 3

0 2
33 33 33 ,

h h

h h
K k z dz k z dz= +   (19-ح) 

 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
1 2 3

0 1 2

1 2

1 2

,
1 1 1

h h h

m h h h

E z E zE
T z T z dz z T z dz z T z dz

z z
 =  +  + 

− − −    
  

 (19-ط) 

 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
1 2 3

0 1 2

1 2

1 2

,
1 1 1

h h h

b h h h

E z E zE
T z T z zdz z T z zdz z T z zdz

z z
 =  +  + 

− − −    
  

 (19-ی) 

 
( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
1 2 3

0 1 2

1 22 2 2 2 2 2

1 2

.
1 1 1

h h h

c h h h

E z E zE
T z T z dz z T z dz z T z dz

z z
 =  +  + 

− − −    
  

 (19-ک)

 دلین میحل اجزای محدود ورق  3-2

 . میکنیمرا گسسته  نیدلیم ورق کرویمعادلات م ،محدود یبخش با استفاده از روش اجزا نیدر ا

 ( ) 2 2 3 2 2 3 3 3
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12, ,u x y a a x a y a x a xy a y a x a x y a xy a y a x y a xy= + + + + + + + + + + +  (20) 

  ریمقاد  که در آن
iaهمچنین پارامترهای    .شوند  نییزمان تعمعادله هم   12توانند توسط  یهستند که م   یبی، ضراy،  w،  x  0 وv 

 . آیندمینیز به طریق مشابه بدست 

 تعیین نمود.  زیر توان به صورت یرا م ییجابجا یابی(، توابع درون 20با استفاده از معادله )

 ( )( )( )( )2 21/8 1 1 2 ,i i i i iN = +  + + +− −  (21-الف) 

 ( ) ( ) ( )( )
2

/ 8 1 1 1 ,ix i i i iN a=  +  +  −  (21-ب) 

 ( ) ( ) ( )( )
2

/ 8 1 1 1 ,iy i i i iN b=  + +  −  (21-ج) 
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 که در آن   هستند. iدر گره  ییجابجا یابیتوابع درون iyN و iN،  ixN  که در آن

 ( ) ( )/ , / ,c cx x a y y b= − = −  (22) 

 .شودیم بصورت زیر بیان هاه گر ییجابجا به کمک المان  ییاست. جابجا یلیمستط المانمرکز  cyو cx  ه در آنک

 
0 01 1 1 0 2 0 2, , , , ,

x yx e y e w e u e v eN d N d w N d u N d v N d  =  = = = =  (23) 

 که در آن 

 
0 1 1 10 0 0 0 0 0 ... ,

x u x yN N N N N
 = =    (24-الف) 

 
0 1 1 10 0 0 0 0 0 ... ,

y v x yN N N N N
 = =    (24-ب) 

 1 1 10 0 0 0 0 0 ... ,w x yN N N N =    (24-ج) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 , , , , , ,1 1 11 1 1
... ,

T

e x y x x y x x x y y y xd w w w =      
   (24-د) 

 ( ) ( ) ( ) ( )2 01 01 0, 0, 0, 0,1 1 1 1
... .

T

e x x y yd u v u v u v =
   (24-ه) 

 .دهندمیماتریس جرم را نشان  M ماتریس سفتی و K  گردد.حاصل می طریق زیر بهطبیعی سیستم  فرکانسدر انتها، 

 ( )2 0.− =K M d  (25) 

 گذارینتایج و صحه -4

 نتایج گذاریصحه و هاپاسخ بررسی همگرایی   4-1

بررسیب منظور  همچنین صحه   نتایج  همگرایی  ه  آنها،و  هسته  یک   گذاری  با  ساندوچی  ورق  لایهآلومینا  همگن    میکرو  های  و 

در نظر    مقایسه معیار عنوان به  ]12[  مرجعبا مشخصات مکانیکی و هندسی ارائه شده در    سطوح ورقهدفمند با خواص آلومینیوم در  

تابعی  های  های مختلف لایه( نسبت ضخامت1-1-1،  2-1-2،  1-0-1)  هاییگذارنام  .شودگرفته می نشان  مدرج  را  و صفحه همگن 

با خطایی کمتر از    ، موجب همگرا شدن نتایج10× 10اندازه مشدر نظر گرفتن  شود  ، دیده می1  های جدولبا توجه به داده   .دهندمی

 کنند. می مطابقت بخوبی ]12[ های منتشر شده در مرجعیافته باشده که  1%

 ]13[ شده در مرجع ارائه جینتا ، باحاضر مقاله هایافتهی 2دول ج، مقالهاعتبار نتایج ارائه شده در این  به منظور تاکید بیشتر بر

 جینتاتطابق بسیار خوبی بین  شود،ملاحظه می که طورهمان . دهدرا مورد مقایسه قرار می،  ورق هدفمند تحت گرادیان دما کرویم یبرا

 وجود دارد.  ذکر شده ]13[ مرجع هاییافتهحاضر با  پژوهشده ارائه ش 

01h/)  مدرج تابعی و دو لایه  نایآلومبا هسته  دلینمیمیکرو ورق مربعی    گذاری فرکانس طبیعیصحه . همگرایی و 1 جدول a=) 

5n =   1n =   /05n =  
 

1-1-1  2-1-2 1-0-1  1-1-1  2-1-2  1-0-1   1-1-1  2-1-2  1-0-1  

8×8اندازه مش  1/4361 1/4758 1/5114  1/2356 1/2924 1/3450  0/9389 0/9752 1/0382  

10×10ه مش انداز 1/4382 1/4777 1/5129  1/2371 1/2944 1/3471  0/9401 0/9762 1/0391  

12×12اندازه مش  1/4389 1/4787 1/5141  1/2379 1/2948 1/3484  0/9407 0/9768 1/0405  

1/0435 0/9796 0/9431  1/3533 1/3000 1/2429  1/5192 1/4841 1/4420 ]12[ 
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)  با تغییرات دما گذاری فرکانس طبیعیصحه . 2 جدول ) ( )2 21= -m ma n E     3)  مدرج تابعیبرای یک صفحه 4SUS304/Si N)  با نسبت

(h a a b/ /0 125    , 0 1= =) 

n مقاله حاضر   ]13[ درصد اختلاف  دما 

%14/1  8/588 8/490 0/5 
,300 600m cT K T K= =

 
  %36/0  7/497 7/470 1 

%06/0  6/705 6/701 2 

 نتایج  4-2

ه  میکرو  یعیبر فرکانس طب  دما  تغییراتاثر    یبررس   به منظور به    مگنورق  پیزوالکتریکهای  لایهمجهز شده  تابعی  با   مدرج 

دما  2  شکل  ،2-1-2نسبت   افزایش  اندیس  اثر  مقادیر مختلف  توانی  برای  تصویر می  تابع  به  هندس کشد.  را  مکان  یمشخصات   یکیو 

خواص    ورق  کرویم و  پیزوالکتریک  یهاهیلاهمگن  تابعی  ترتیب    مدرج  به  جدول  آن  است.    داده   3در    2شکل   در  همانطورکهشده 

مقاد  یبرا  ،گرددمی مشاهده تاب  ریتمام  توانی اندیس  دلافزایش    با  طبیعیفرکانس    ،n  ع  به  سفت  لیدما  م  ،یکاهش    . ابدییکاهش 

بدلیل کوچکتر بودن مدول یانگ   ،از فلز  مدرج تابعی پیزوالکتریک  تر شدن صفحهو غنی  n  یشاخص کسر حجمبا افزایش  همچنین  

مشاهده    ب -2و    الف -2یابد. با مقایسه شکل  اهش می فرکانس طبیعی ک  فلز در مقایسه با سرامیک، سفتی ورق کاهش یافته و در نتیجه

کاهش که    گرددمی دما  درصد  افزایش  با  پیزوالکتریک  صفحه  ی برا   فرکانس  تابعی  ساده  مدرج  چهارطرف  مرزی  شرایط  از    شتر یب  با 

 (.است محدود شدهها لبههمه درجات آزادی  است ) رطرف گیردارچها ی مرز طیشرا تیماه لیبه دل نیاست، ا چهارطرف گیردار

 پیزوالکتریکمدرج تابعی  یهاهیلاهمگن و خواص  ورق کروی م یکیو مکان یمشخصات هندس. 3 جدول

32
C( )2m

e  
31

C( )2m
e  

33
F( )mk  3

C( )2m K
P  W( )mKK  1( )K    

kg
( )3m
  ( )E GPa   

- - - - 9/19 7/4746 0/28 2370 322/27 3 4
(T=300K)

Si N  

22/86 22/86 15×10-9 25×10-6 5 120 0/3 7600 63 G1195N  

  
با نسبت ثابت  مدرج تابعی پیزوالکتریکهای بی بعد میکرو ورق همگن مجهز شده به لایه  دما بر فرکانس شیاثر افزا. 2شکل 

.05=l hگاه ساده .الف(چهار طرف گیردار، ب(چهارطرف تکیه 

 مقیاس  پارامترافزایش نسبت  اثر    الف-3شکل    ،آن ابعاد به سیستم  بعد شدهبی  فرکانس طبیعی وابستگی میزان بررسی برای

و   3برای خواص داده شده در جدول    ،2-1-2نسبت    و  مدرج تابعی پیزوالکتریکهای  لایه   باورق همگن  میکرو    ضخامت  به  مادی طول

توانی   تابع  برا  n=1اندیس  که مشاهده می  .دهدنشان می   Tمقادیر مختلف  ی را  نسبتهمانطور  افزایش  با  l  گردد  h  رکانس ف  

l  با افزایش نسبتهمچنین  یابد.طبیعی افزایش می h یابدمی اثر اختلاف دما بر فرکانس طبیعی کاهش . 

به   ادامه  اثر  منظوردر  آن  تغییرات   بررسی  فرکانس  بر  ورق  بیان   ب -3شکل    ،ضخامت  خواص  ثابت  با  نسبت  و  قبلی  شده 

.0 5l h= 1  شود با افزایش نسبت. همانطور که مشاهده میستداده شده ا نمایش 2h h  1های ورق لبهو افزایش نسبت ضخامتh   به

آن   وسط  بیطفرکانس    ،2hضخامت  شدهبیعی  می  بعد  افزایش  علاوه  یابد.سیستم  نسبت   به  افزایش  1  با  2h h    بر دما  اختلاف  اثر 

 یابد. فرکانس طبیعی کاهش می
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و   مدرج تابعی پیزوالکتریکهای ورق همگن با لایه میکرو  مادی طول مقیاس اثر افزایش نسبت ضخامت به پارامتر الف(. 3شکل 

.05=l h)بعد شده بی اثر ضخامت متغییر ورق بر فرکانس طبیعی  ، ب 

 ی ریگ جهیو نت یجمع بند -5

هدفمند، تحت    کیزوالکتریپ   یهاهیبا لا  ریصفحه ضخامت متغ  کرویم  کی ارتعاشات آزاد وابسته به اندازه    لیتحلپژوهش    نیا  در

ضخامت   نیدل یورق م  کیمسأله، مدل وابسته به بعد    یاضیبه مدل ر   یاب یدست یمنظور برا  نی. بدمورد بررسی قرار گرفتدما     انیگراد

و تنش کوپل بهبود یافته در نظر گرفته شد. با استفاده از روش اجزاء محدود، معادلات حاکم بر  ی ش بر اساس تئوری مرتبه اول بر ریمتغ

 یگذارو صحه  سهیمقا  ات یموجود در ادب  جیپژوهش حاضر با نتا  یهاهافتی  و در ادامه  به دست آمد  نیدلیورق م  کرویم  یداریتعادل و پا

کاهش   ،یکاهش سفت  لیدما به دل  شیبا افزا  یعیطب  کانس، فریتابع توان  سیاند  ریتمام مقاد یبرا  دهده نشان میدست آم بدنتایج  .  شد

چهارطرف   یمرز  طیاز ورق با شرا   شتریچهارطرف ساده ب  یمرز  طیورق با شرا  یبرا  یعیطب  کانس فرکاهش    زانیم همچنین    .ابدییم

  ی شدگنسبت نازک   شی با افزا  نیماده و همچن  ولط  اسینسبت ضخامت به پارامتر مق  ش ینشان داده شد که با افزا  در ادامه  بود.  رداریگ

 .افتی شیافزا ستمیشده س  بعدیب یعیورق، فرکانس طب
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