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 چکیده

در این مقاله ارتعاشات آزاد سیستم نانوتیرهای چندگانه همگن با در نظر گرفتن بستر الاستیک وینکلر بین هر نانوتیر مورد 

ر نانوتیرها و از تئوری غیرمحلی الاستیسته برای سازی رفتاتیر تیموشنکو برای مدل مطالعه قرار گرفته است. از تئوری

-استفاده شده است. معادلات تعادل با استفاده از اصل همیلتون به دست آمده و یک فرمولکوچک بودن اندازه سازی اثر  مدل

-رونکردن معادلات از روش د ی معادلات حاکم ارائه شده است. برای گسستهبندی بدون المان بر اساس شکل تضعیف شده

آمده  دست سنجی و دقت روش بدون المان، نتایج بهای شعاعی استفاده شده است. برای صحتای بر اساس توابع پایهیابی نقطه

ساده با حل تحلیلی مقایسه شده که تکیه گاه ی همگن با شرایط مرزی برای تحلیل ارتعاشات آزاد سیستم نانوتیرهای دوگانه

نتایج عددی، تأثیر پارامترهای مختلف بر رفتار ارتعاشی سیستم نانوتیرهای چندگانه همگن  دهد. در تطابق خوبی را نشان می

بندی ارائه شده روشی کارا و موثر برای بررسی رفتار نانوساختارهایی مانند بررسی شده است و نتیجه شده است که فرمول

 .باشدسیستم نانوتیرهای چندگانه می

 بدون المانروش ؛ شکل مودهای ارتعاشی ؛ستم نانوتیرهای چندگانهسی ؛ارتعاشات آزاد: کلماتکلیدی

 مقدمه -1

مهندسی مکانیک، مهندسی برق،  های مختلف از جملهها با کاربرد در زمینهساختارهای اخیر با پیشرفت تکنولوژی، نانودر سال

انیکی به منظور طراحی و افزایش قابلیت اعتماد رو تحلیل دقیق رفتار مکاند. از اینمهندسی مواد و هوافضا اهمیت زیادی پیدا کرده

ها، نانوتیرها دارای کاربردهای مهم و فراوانی در ها امری ضروری است. در میان این نانوسازه ها، نانوورقها مانند نانوتیرها، نانولولهسازهنانو

ها، و ، ترانزیستورها، ردیابهاند سنسورها، محرکها مانی وسیعی از این کاربردالکترومکانیکال هستند که محدودههای نانوسیستم
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های چندگانه، نانوتیرهای  جداره، نانومیلههای کربنی چند که شامل نانولوله 3های چندگانهنانوسازهگرفته است. ها را در برتشدیدکننده

سط بستر الاستیک به یکدیگر متصل ای از ساختارها هستند که تو های پیچیده شوند، سیستم های چندگانه میچندگانه، نانوورق

توان در نظر گرفت. یا نیروهای الکترواستاتیکی را می ها مانند نیروهای واندروالس کنشها، انواع دیگر برهمشوند. در این سیستم می

یرها در این ساختار، کنش بین نانوتترین نانوساختارهای چندگانه است. با توجه به وجود برهم سیستم نانوتیرهای دوگانه یکی از ساده

های اخیر، رفتار مکانیکی سیستم در سالسازی چنین اثری استفاده کرد. توان از یک سری فنرهای خطی برای توصیف و مدلمی

، ارتعاشات آزاد عرضی و کمانش [3و2] نانوتیرهای چندگانه توسط محققین بسیاری مورد مطالعه قرار گرفته است. مورمو و ادهیکاری

 2137محلی ارینگن بررسی کردند. در سال را براساس تئوری غیر گاه ساده تکیهبرنولی با شرایط مرزی -اویلر 2تیر دوگانهنوسیستم نا

محلی و پایداری یک سیستم نانوتیر چندگانه کوپل شده با بستر الاستیک وینکلر را با استفاده [، ارتعاشات غیر1کارلیچیک و همکاران ]

[، ارتعاشات 1، کارلیچیک و همکاران ]2132 در سال بررسی کردند. گاه ساده تکیهبرنولی برای شرایط مرزی -اویلرمحلی تیر از مدل غیر

تحت تأثیر تغییرات دما و بار  گاه ساده تکیهخمشی یک سیستم نانوتیر چندگانه کوپل شده با بستر الاستیک وینکلر برای شرط مرزی 

اساس تئوری ی دوار را بر [، تحلیل ارتعاشات آزاد سیستم نانوتیرهای چندگانه7ریان و آریایی ]غفا محوری را مورد بررسی قرار دادند.

[، اثرات 2حسینی و رحمانی ] .آزاد ارائه دادند-و گیردار گاه ساده تکیهمحلی ارینگن و مدل تیر اویلر برنولی برای شرایط مرزی غیر

را با استفاده از تئوری تیر غیرمحلی تیموشنکو مورد  گاه ساده تکیهرایط مرزی با ش سطحی بر رفتار کمانش سیستم نانوتیر دوگانه

[، رفتار دینامیکی سیستم نانوتیرهای ویسکوالاستیک چندلایه را که بر روی یک محیط 7هاشمی و خانیکی ] مطالعه قرار دادند.

اثرات  سازیها از نظریه غیرمحلی ارینگن برای مدلآنویسکوالاستیک با یک نانوذره متحرک قرار دارد را مورد مطالعه قرار دادند. 

ای دیگر، پاسخ دینامیکی سیستم نانوتیرهای چندگانه تحت یک نانو[ در مطالعه9هاشمی و خانیکی ]مقیاس کوچک استفاده کردند. 

کارلیچیک و  2139در سال  دادند.ارائه  گاه ساده تکیهمحلی اویلر برنولی برای شرایط مرزی ذره متحرک را با استفاده از تئوری غیر

-خطی با بستر ویسکوبرای تحلیل پایداری دینامیکی یک سیستم نانوتیر چندگانه غیر [، از روش بالانس هارمونیک افزایشی8همکاران ]

-و روش هم [، از نظریه غیرمحلی الاستیسیته31ساری و همکاران ] الاستیک با استفاده از تئوری غیرمحلی ارینگن استفاده کردند.

  گذاری چبیشف برای مطالعه رفتار ارتعاشی سیستم نانوتیر مخروطی دوگانه مدرج تابعی محوری استفاده کردند.

[ مورد 33های نانوتیرچندگانه با استفاده از مدل تیر تیموشینکو و تئوری غیر محلی ارینگن ] در این مقاله ارتعاشات ازاد سیستم

های طبیعی نانوتیرهای چندگانه با زنجیره  ای حل معادلات ارایه شده است و فرکانسبر بدون المانبررسی قرار گرفته است. یک مدل 

و نتایج  ها استخراج شده است. فاز و غیر همفاز برای آن های ارتعاشات هم ازاد و زنجیره بسته مورد بررسی قرار گرفته است و فرکانس

 عددی برای آنها ارایه شده است.

 نانوتیرهایچندگانههمگنسازیسیستممدل -9

 .نشان داده شده است 3در شکل hو ضخامت  b، پهنای Lیک سیستم نانوتیر چندگانه با طول 

                                                   
1
 Multiple Nano Structures 

2
 Double Nanobeam System 
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 .شماتیکیکسیستمنانوتیرچندگانه.الف(سیستمزنجیرهآزاد.ب(سیستمزنجیرهبسته.1شکل

 

مشاهده می شود، اگر  3ستند. همانطور که در شکلاین نانوتیرها بوسیله یک سری فنرهای الاستیک خطی به یکدیگر متصل ه

الف( و در صورتی که نانوتیرهای اول و آخر توسط -3شود )شکلگفته می 1نانوتیرهای اول و آخر آزاد باشد به آن، سیستم زنجیره آزاد

ام iیدان جابجایی تیر . م]1[ب( -3شود )شکلنامیده می 1فنرهایی به پایه ثابت متصل باشد، در این حالت سیستم زنجیره بسته

 [:33شود ]براساس تئوری تیر تیموشنکو، به صورت زیر بیان می

(3)                                     
     

( ) ( )

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , )

i i i

i i

u x z t u x t z x t

w x z t w x t

 


 

uنبی در هر نقطه از نانوتیر، جابجایی محوری و جا    ̅ و    ̅ که           
(i)  وw

(i)  جابجایی محوری و جانبی صفحه میانی و

با استفاده از باشد. از سیستم نانوتیرهای چندگانه میام iبیانگر نانوتیر  (i)بالانویس  باشد.چرخش سطح مقطع نانوتیر می          

 آید:گانه همگن به صورت زیر به دست میتیر چندام از سیستم نانوi، معادلات حاکم بر تیر اصل همیلتون

(2)                                            
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 شود:های تنش به صورت زیر تعریف می (، منتجه2که در رابطه )

(1)            ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,       
i i i

i i i i i i

x x x x x xz
A A A

N dA M zdA Q dA 

Nxکه 
(i)  ،نیروی محوریMx

(i)  گشتاور خمشی وQx
(i) باشد.بیانگر نیروی برشی می  نشان دهنده ضریب تصحیح برش است 

 شود:و اینرسی جرمی به صورت زیر تعریف می

(1)                             2 3

0 2

1
,

12
       

i iA A
I dA bh I z dA bh 

                                                   
3
 Free-Chain System 

4
 Clamped-Chain System 



 ایران–تهران–1031آذرماه03و92–المللیآکوستیکوارتعاشاتکنفرانسبینزدهمینسی

 

 

4 

 شوند:به صورت زیر تعریف میFi-1 و   Fiکهدهد ام را نشان میiبار خارجی ناشی از بستر الاستیک بر نانوتیر  2شکل

(7)                          ( ) ( 1) ( 1) ( )

1 1( ), ( ) 

    i i i i

i i i iF k w w F k w w 

wباشد. همچنین، میام (i+1)ام و iسفتی بین نانوتیر  kiکه در آن 
(i)

, i=1,2,3, …, m  جابجایی جانبی نانوتیرi ام وm 

 باشد.بیانگر تعداد نانوتیرها در سیستم نانوتیرهای چندگانه می

 

 .تحتبارخارجیناشیازبسترالاستیکامiر.دیاگرامآزادنانوتی9شکل

 شود:به صورت زیر نوشته می ارینگن معادلات ساختاری نانوتیر بر اساس تئوری الاستیسیته غیرمحلی

(2)               
2 ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
,

 
      

 
   

 

i i
i i i ix xz

x x xz xzE G
x x

 

تاری )نیروهای محوری، برشی و ( معادلات ساخ2) و (1با استفاده از روابط )به ترتیب مدول یانگ و برشی هستند.  Gو  Eکه 

 آید:طبق روابط زیر به دست میام  iخمش غیرمحلی( برای نانوتیر

(7)                                           
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 شوند:های مقطعی به صورت زیر تعریف میکه در معادلات فوق صلبیت

(9)                    2

0 2 3, 1, ,   
i iA A

A A E z dA A GdA 

-محلی سیستم نانوتیرهای چند(، معادلات حاکم غیر2( و )7های محوری و با استفاده از روابط )با صرف نظر کردن از جابجایی

 آید:ها به شکل زیر به دست میگانه همگن برحسب جابجایی
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 سازیمعادلاتگسسته -0

Ωsام به صورت Iشود که زیرناحیه نظر گرفته میام در iزیرناحیه در نانوتیر  Nتعداد 
I شود. برای تبدیل معادلات نامگذاری می

ی حل موضعی شده و از طرفین این معادلات روی ناحیه ضرب v(x)فوق به فرم تضعیف شده، طرفین معادلات بالا در تابع آزمون 

 شوند:ی متقارن نوشته میبه فرم تضعیف شده (8معادلات ) جزبهگیری جزانتگرالاستفاده از  شود و باگیری انجام میانتگرال

(31)    
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توابع  أساسیابی نقاط برگیری روش دروندر نظر گرفته شده است. با بکار امi تیرگره به طور تصادفی در طول نانو Nبه تعداد 

 ته زیر نوشت:توان به فرم گسسی شعاعی، میدان جابجایی تیر را میپایه

(33)                        ( ) ( ) , ( ) ( )       Φ w Φ φ
j j

w j w jw x w x x x 

بردارهای مقادیر گرهی هستند که به صورت زیر تعریف  φو  w شوند ویابی نامیده میهای درونماتریس φ(x)و  w(x) که

 :شودمی

(32)         1 2 1 2 1 2( ) ( ), ( ),.., ( ) , , ,.., , , ,..,       Φ w φ
T T

w n n nx x x x w w w 

توان معادلات حاکم غیرمحلی سیستم نانوتیرهای چندگانه همگن را می(، 31( در معادلات )33حال با جایگذاری روابط )

 :امین نانوتر به شکل استاندارد زیر نوشتiگسسته سازی نمود و معادلات را برای 

(31)     

( ) ( ) ( 1)

1 1
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]که  ]IM ،[ ]IK  و[ ]I

coupK های جرم، سفتی و سفتی اتصال برای زیرناحیه محلی ه ترتیب ماتریسبIباشد.ام می 

{d}همچنین 
(i)  2یک ماتریس ستونیN×1 شود:باشد و به صورت زیر تعریف میمی 

(31)                        
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2{ } { , ,..., , , ,..., }i i i i i i i T

n nd w w w    

 آید. بدست می های جرم محلی و غیرمحلی برای نانوتیر همگن به شکل زیرماتریس و
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 توان نوشت.باشد. ماتریس جرم کل را به صورت زیر میسطری می N×1یک ماتریس صفر  { }که 
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(32)                                                               1 2

I I I

h h h
M M M  

 آید.انوتیر مدرج تابعی دوبعدی به صورت زیر بدست میماتریس سفتی برای ن

(37)                    
3 , , 3 ,

3 , 2 , , 3

I
s

I w x x x

h
w x x x

A v A v
K dx

A v A v A v



 


 
  

 


Φ Φ

Φ Φ Φ
 

 آید. و ماتریس سفتی اتصال به صورت زیر بدست می

(39)                           
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 حال معادلات حاکم به شکل استاندارد زیر قابل نوشتن است.

(38)                               [ ] { } ([ ] [ ] ){ } {0}I

h h coupM d K K d   

 شود. های جرم و سفتی سیستم نانوتیر دوگانه به صورت زیر نوشته میبرای مثال ماتریس
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که  1
[ ]K  و 2

[ ]K وتیر اول و دوم و های سفتی نانبه ترتیب ماتریس 1
[ ]M  و 2

[ ]M های جرم به ترتیب ماتریس

سفتی اتصال  k1( است. ثابتسفتی اتصال نانوتیر اول و دوم به پایه ثابت )سیستم زنجیره  k2و  k0نانوتیر اول و دوم هستند. همچنین، 

شود. در این مطالعه، سفتی باید برابر با صفر می k2و  k0باشد. اگر سیستم، یک سیستم زنجیره آزاد باشد، بین نانوتیر اول و دوم می

گانه( و یا (. بطور مشابه، برای یک سیستم با سه نانوتیر )سیستم نانوتیر سهk0=k1=k2تمامی فنرها یکسان در نظر گرفته شده است )

های طبیعی ارتعاشات آزاد سیستم نانوتیرهای چندگانه فرکانس عداد بیشتر نانوتیر معادلات با رویکرد مشابه قابل استخراج است.ت

 توان با حل مسأله مقدار ویژه زیر به دست آورد.همگن را می

(23)                                                    
2det([ ] [ ] ) 0h hK M  

  های طبیعی سیستم نانوتیرهای چندگانه است.فرکانسبیانگر  که 

نتایجعددی -0

بعد پارامترهای بی. در این قسمت، نتایج عددی برای فرکانس های طبیعی سیستم نانوتیرهای چندگانه همگن ارائه شده است

 :شود یممورد نیاز به صورت زیر معرفی 

(22)                                 
4
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ممان  Iسطح مقطع و A باشد. همچنین بعد میسفتی و پارامتر غیرمحلی بی  و ̅ بعد، بیانگر فرکانس بی که در آن 

[، به عنوان تابع پایه شعاعی استفاده شده است و ضریب 32باشد. از تابع اسپلاین ورق نازک ]سفتی فنرها می kاینرسی سطحی و 

بعد تک سنجی دقت نتایج، همگرایی فرکانس طبیعی اول بیابتدا برای صحت  .در نظر گرفته شده است =5/6با  تصحیح برش برابر

( 3در جدول ) Nو تعداد گره  و پارامتر غیرمحلی  L/hبرای مقادیر مختلف نسبت لاغری  گاه ساده تکیهنانوتیر همگن با شرایط مرزی 

دهد که با نشان می عددیهای تحلیلی و المان محدود مقایسه شده است. نتایج ر و روشهای مختلف تیبا تئوری و ارائه شده است

های تحلیلی و یابد. همچنین، نتایج بدست آمده مطابقت خوبی را با حلبعد کاهش میطبیعی بی افزایش پارامتر غیرمحلی، فرکانس

بعد سیستم نانوتیر فرکانس اول طبیعی بی سهبعد بر روی بی تأثیرات پارامتر غیرمحلی و سفتی اتصال دهد.المان محدود نشان می

( مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج مطابقت خوبی را با حل تحلیلی نشان 2در جدول ) گاه ساده تکیهدوگانه همگن با شرایط مرزی 

، =1یابد. در های طبیعی نیز افزایش میشود که با افزایش سفتی فنر، به دلیل بالا رفتن سفتی سیستم، فرکانسدهد. مشاهده میمی

فرکانس اول با  سه، =1باشد. به همین دلیل در های بعدی در حالت خارج از فاز میفاز بوده و فرکانسفرکانس اول در حالت هم سه

 کند. افزایش سفتی فنر، تغییری نمی

 گاهسادهتکیهاشرایطمرزیبعدبرایتکنانوتیرهمگنب.مقایسهفرکانسطبیعیبنیادیبی1 جدول

(E=30 10
6
,  =1, b=1nm, L=10nm,  =5/6( 

کنند ولی فرکانس  فاز حالتی است که در آن دو تیر بصورت مشابه و همزمان در یک راستای جانبی ارتعاش می هم  فرکانس

ضریب سفتی باشد. درجه می 391ها نآکنند و اختلاف فاز  که دو تیر در دو راستای جانبی متفاوت حرکت میخارج از فاز حالتی است 

 شود. کند و سفتی اتصال فعال نمی فاز فاصله دوتیر تغییر نمی فاز ندارد، چرا که در ارتعاش همفنر هیچ نقشی در حالت هم

E=30 10)گاهسادهتکیههباشرایطمرزیسیستمنانوتیردوگاناولفرکانسطبیعیسه.2 جدول
6
,  =1, b=1nm, L=10nm,  =5/6) 

L/h Number of nodes (nm
2
) (nm

2
) (nm

2
) (nm

2
) (nm

2
) 

20 

N=20 9.8294 9.3775 8.9827 8.6339 8.3229 

N=40 9.8282 9.3764 8.9816 8.6329 8.3219 

N=60 9.8281 9.3763 8.9816 8.6328 8.3218 

N=80 9.8281 9.3763 8.9816 8.6328 8.3218 

N=100 9.8281 9.3763 8.9816 8.6328 8.3218 

EBT, analytical [13] 9.8696 9.4159 9.0195 8.6693 8.3569 

TBT, analytical [13] 9.8381 9.3858 8.9907 8.6416 8.3302 

RBT, analytical [13] 9.8381 9.3858 8.9907 8.6416 8.3302 

LBT, analytical [13] 9.8433 9.3908 8.9955 8.6462 8.3347 

 ̅   Ω1 Ω2 Ω3 

100 

0 
present 9.8654 17.2417 39.4160 

analytical solution [1] 9.8696 17.2456 39.4784 

0.2 
present 8.3533 16.4235 24.5434 

analytical solution [1] 8.3569 16.4267 24.5823 

0.4 
present 6.1429 14.5720 15.4171 

analytical solution [1] 6.1456 14.5951 15.4197 
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سه شکل مود اول ارتعاشی  نشان داده شده است. (1در شکل )سیستم نانوتیر دوگانه فاز و خارج از فاز  شکل مود ارتعاشی هم

( ارائه و مقایسه شده است. 1فنر در شکل ) سفتیبرای دو مقدار مختلف  سادهگاه  تکیهسیستم نانوتیر دوگانه همگن با شرایط مرزی 

̅  شود که شکل مودهای دوم و چهارم درمشاهده می فاز قرار در حالت خارج از فاز و شکل مودهای اول و سوم در حالت هم      

̅ دارد. در  -می دهد.ارتعاش هم فاز در شکل مودهای اول و دوم و ارتعاش خارج از فاز در شکل مودهای سوم و چهارم رخ می     

فاز پوشی است چرا که در ارتعاش همفاز سیستم نانوتیرهای چندگانه قابل چشمتوان نتیجه گرفت که نیروی برهمکنش در ارتعاش هم

w
(2)

-w
(1)

 باشد. می 0=

  

  

)  گاهسادهتکیه.دوشکلموداولسیستمنانوتیردوگانههمگنباشرایطمرزی3شکل =0.2, b=1nm, L=20nm, h=0.34nm) 

با  b=1nm, L=20nm, h=0.34nmزنجیر آزاد و زنجیره بسته سیستم نانوتیر دوگانه بعد مقایسه فرکانس طبیعی اول و دوم بی

 آزاد برخلافزنجیر دهد که فرکانس اول در سیستم ان داده شده است. نتایج نشان می( نش1در شکل ) گاه ساده تکیهشرایط مرزی 

به دلیل افزایش سفتی،  زنجیر آزادهای طبیعی در سیستم کند. همچنین فرکانسبا افزایش سفتی فنر تغییر نمی زنجیره آزادسیستم 

بعد سیستم نانوتیرهای اثر تعداد نانوتیرها روی فرکانس طبیعی بنیادی بیاست. ه آزادزنجیر های طبیعی سیستم بیشتر از فرکانس

شود که فرکانس طبیعی با افزایش تعداد ( ارائه شده است. مشاهده می7در شکل ) گاه ساده تکیهمرزی  چندگانه همگن با شرایط

 .یابدنانوتیرها کاهش می

0.8 
present 3.6472 7.6908 11.6351 

analytical solution [1] 3.6488 7.7030 11.6787 

1 
present 2.9923 6.1953 9.3372 

analytical solution [1] 2.9936 6.2051 9.3722 
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 بی0شکل دوم و اول طبیعی فرکانس مقایسه نانوتیر. سیستم بعد

 گاهسادهتکیهشرایطمرزیزنجیرهآزادوزنجیرهبستهبادوگانه

بعدسیستمنانوتیرهارویفرکانسطبیعیبنیادیبی.اثرتعداد5شکل

 0.2)گاهسادهتکیهنانوتیرهایچندگانههمگنباشرایطمرزی

 

بعد را نسبت به مقادیر مختلف سفتی فنر برای سیستم نانوتیر دوگانه همگن با شرایط های طبیعی بی( تغییر فرکانس2شکل )

 بعد  بعد برای دو مقدار متفاوت پارامتر غیرمحلی بیهای طبیعی بی ر این شکل، فرکانسکشد. دبه تصویر می گاه ساده تکیهمرزی 

 اند. ارائه شدهآزاد و زنجیره بسته های زنجیره  برای سیستم

 

 
 

  

رزیبعدنسبتبهمقادیرمختلفسفتیفنربرایسیستمنانوتیردوگانههمگنباشرایطمهایطبیعیبیتغییراتفرکانس .6شکل

 (b=1 nm, L=20 nm, h=0.34 nm, =5/6)گاهسادهتکیه
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گیرینتیجه -5

با تئوری در این مقاله ارتعاشات آزاد سیستم نانوتیرهای چندگانه همگن با در نظر گرفتن بستر الاستیک وینکلر بین هر نانوتیر 

کردن معادلات  برای گسستهیک مدل بدون المان  ت.مورد مطالعه قرار گرفته استیر تیموشینکو و تئوری الاستیسیته غیرمحلی ارینگن 

. و یک مدل بدون المان برای حل معادلات ارایه شده است ای شعاعی استفاده شده استای بر اساس توابع پایهیابی نقطهاز روش درون

ی همگن با شرایط رهای دوگانهآمده برای تحلیل ارتعاشات آزاد سیستم نانوتی دست سنجی و دقت روش بدون المان، نتایج بهبرای صحت

نتیجه شده است که در سیستم نانوتیرچندگانه  دهد. با حل تحلیلی مقایسه شده که تطابق خوبی را نشان می گاه ساده تکیهمرزی 

ایش افز ،زنجیره آزاد، سفتی اتصال وینکلر نقشی در فرکانس طبیعی سیستم در ارتعاشات همفاز ندارد ولی در ارتعاشات خارج از فاز

های  نسبا افزایش پارامتر غیرمحلی فرکا. همچنین ملاحظه شده است که شود های طبیعی سیستم می سفتی منجر به افزایش فرکانس

در حالتی که سایر پارامترها یکسان باشد با افزایش تعداد نانوتیرها فرکانس طبیعی سیستم کاهش . یابد طبیعی سیستم کاهش می

بندی ارائه شده روشی کارا و موثر برای بررسی رفتار نانوساختارهایی فرمولتوان نتیجه گرفت که  ددی میاز بررسی نتایج ع .یابد می

 .باشدمانند سیستم نانوتیرهای چندگانه می
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