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 چکیده

با استفاده از روش  )تودرتو( دوجداره نازک ای استوانه های پوسته ات آزادله ارتعاشأدر پژوهش حاضر، پاسخی تحلیلی به مس

تابع مثلثاتی در جهت محوری و محیطی پوسته  ضرب دو به صورت حاصل ها پوسته میدان جابجایی .گلرکین ارائه شده است

به دست آمده است.  لاوو تئوری پوسته  ها معادلات حرکت بر اساس نظریه کلاسیک پوسته ای درنظر گرفته شده است. استوانه

در نهایت اند.  توسط یک بستر الاستیک وینکلر به هم متصل شده ی تودرتوها در این پژوهش فرض شده است که پوسته

دلات حاکم به صورت تحلیلی به روش گلرکین حل شده تا فرکانس طبیعی نوسانات سیستم به دست آید. شایان ذکر است معا

بر و نسبت طول به قطر  گذاری لایهو همچنین انواع ساده -گیردار و گیردار-ساده، گیردار-ساده که اثرات شرایط مرزی مختلف

 دهد مینتایج حاصل نشان  پژوهش بررسی شده است. دوجداره نیز در این جداره و ی نازک تکها طبیعی پوسته های فرکانس

پوسته دوجداره افزایش پیدا بعد  بیکه با افزایش نسبت طول به قطر و همچنین با افزایش ضریب سفتی فنر، فرکانس طبیعی 

 کند. می

 ؛روش گلرکین ت؛ااشآنالیز ارتع ؛فرکانس طبیعی ؛جدارهود کامپوزیتیای  استوانه  پوسته: کلمات کلیدی

 مقدمه -1

ای مورد توجه جامعه مهندسی است، زیرا به طور گسترده در بسیاری از کاربردهای عملی  ای دایره های استوانه ارتعاشات پوسته

مخازن  جداره و دوجداره در تولید لوله و های کامپوزیتی تک ترین کاربردهای پوسته بطور مثال یکی از مهم گیرند. مورد استفاده قرار می

توان  ها و مخازن علاوه بر فشار داخلی سیال، در برابر فشارهای خارجی نیز استحکام خوبی دارند و می تحت فشار خارجی است. این لوله
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ها و کاربرد مخازن   های کامپوزیتی در خطوط انتقال نفت از سکوها به پالایشگاه ها در فشار خارجی بالا استفاده کرد. کابرد لوله از آن

، نظریه اساسی هایی که او ایجاد کرد [، و پیش شرط1] 3اولین نظریه تقریب لاو باشد. امپوزیتی در صنایع دریایی و حمل و نقل میک

های متعددی توسط بسیاری  در نتیجه، نظریه از آن زمان تلاش زیادی برای بهبود نظریه اولیه انجام شده است. ارتعاشات پوسته است.

 1[، نظریه ریسنر1] 2نظریه دانلها،  در بین این نظریه ها یافت. توان مروری جامع بر آن [ می2] رجعماست و در  از محققین ارائه شده

های تحلیلی مختلفی برای حل مسائل ارتعاشات پوسته با  روش [ بیشترین استفاده را دارند.6] 7[ و نظریه فلوگی7]1[، نظریه سندرز1]

های فرکانس یک  [، برای اولین بار تاثیرات شرایط مرزی بر ویژگی7هوآ و لام ] لی 3886در سال  .شرایط مرزی مختلف وجود دارد

[، ارتعاشات آزاد 9] 3888لام و وو در سال  ای نازک دوار را به روش مربعات دیفرانسیلی تعمیم یافته بررسی کردند. پوسته استوانه

وار ضخیم را بر اساس نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول پوسته به روش ناویر مورد ای کامپوزیتی چندلایه متعامد د های استوانه پوسته

های  های نازک و ضخیم با توجه به تغییرات سرعت چرخش، تعداد موج های فرکانس پوسته مطالعه قرار دادند. علاوه بر این، ویژگی

در این پژوهش، معادلات حاکم با در نظر گرفتن  ست.محیطی و نسبت طول و ضخامت نیز در این پژوهش مورد بررسی قرار گرفته ا

های کامپوزیتی  ارتعاشات پوسته [، به بررسی8ژانگ ] 2002در سال  اند. های دورانی استخراج شده های کوریولیس و اینرسی شتاب

سته، حالت محوری، حالت ای چندلایه به روش رویکرد انتشار موج پرداخت. با روش حاضر در این مقاله، تاثیر پارمترهای پو دایره

 های طبیعی بررسی شده است. محیطی، نسبت ضخامت به شعاع، نسبت طول به شعاع، سرعت چرخش و شرایط مرزی بر فرکانس

ای لاستیکی جدارنازک که از مواد کلاسیک  [، ارتعاشات غیرخطی یک پوسته استوانه30] 2038جینگ ژانگ و همکاران در سال 

یلن تشکیل شده و تحت یک تحریک هارمونیک شعاعی قرار گرفته است را مورد بررسی قرار دادند. معادلات ریو-غیرقابل تراکم مانی

لاو، تئوری پوسته دانل، روابط تشکیل دهنده هایپرالاستیک، معادلات لاگرانژ و فرضیه -حاکم در این پژوهش به کمک فرضیه کیرشهف

ی چند های نانوکامپوزیت هیبرید [ به بررسی ارتعاشات پوسته33ی و دباق ]ابراهیم 2020در سال  کرنش کوچک به دست آمده است.

نانوفیلرها پرداختند. تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول با شکل دینامیکی اصل کار مجازی ترکیب  عمقیاسی با درنظر گرفتن تجم

-لات سازنده نانوکامپوزیت، معادلات حاکم از معادلات اویلرله برسد. در نهایت با استفاده از معادااویلر مس-شود تا به معادلات لاگرانژ می

 2023در سال  های طبیعی از روش گلرکین استفاده شده است. شود. در این پژوهش برای بدست آوردن فرکانس لاگرانژ استخراج می

گرافن پرداختند. برای این منظور از های  ای مدرج تابعی با پلاکت استوانه های به تحلیل ارتعاش آزاد پوسته[، 32] عابدینی و کیانی

استفاده شده است. از اصل همیلتون برای استخراج معادلات حاکم بر  نظریه تغییر شکل برشی مرتبه اول پوسته ها و نظریه دانل

 .ها و همچنین شرایط مرزی استفاده شده است ارتعاشات آزاد پوسته

و روش گلرکین مورد بررسی قرار  لاوجداره تودرتو با استفاده از تئوری  دوهای طبیعی استوانه کامپوزیتی  ن مقاله فرکانسیدر ا

گرفته است و حل تحلیلی برای آن ارایه شده است. استوانه ها بصورت تودرتو می باشد که بوسیله یک بستر الاستیک وینکلر به یکدیگر 

ساده ارایه شده است. سپس نتایج عددی برای -گیردار و گیردار-ساده، گیردار-متصل شده است. حل برای شرایط مرزی ساده

 شکل مودهای ارتعاشی مختلف ارایه شده است.همچنین های مختلف و نسبت طول به قطرهای متفاوت ارایه شده است و  گذاری لایه

 معادلات حاکم و فرمولاسیون -9

 جداره پوسته تک 2-3

سیستم مختصات درنظر گرفته شده به صورت  .دباش می R شعاع، و L طول، hجداره دارای ضخامت  ای تک پوسته استوانه

 , ,x z  است. مختصاتx  در جهت محوری پوسته، مختصات  وz  به ترتیب در جهات محیطی و شعاعی پوسته در نظر گرفته

 باشد. جابجایی پوسته به ترتیب با ( قابل مشاهده می3شده است که در شکل) , ,u v w  در جهات , ,x z شوند. تعریف می 

                                                   
1
 Love’s first approximation theory 

2
 Donnell theory 

3
 Reissner theory 

4
 Sanders theory 

5
 Flügge’s theory 
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 جداره ای تک شماتیک یک پوسته استوانه .1شکل 

بیان  (3معادله )توان به صورت  های نیرو و گشتاور را می ای برحسب منتجه معادلات کلی حاکم بر حرکت یک پوسته استوانه

 :[7] کرد
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باشند که به صورت  های گشتاور می های نیرو و منتجه به ترتیب بیانگر منتجه Miو  Ni وبیانگر چگالی  که در معادلات فوق 

 :[7] شوند زیر تعریف می
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کرنش در یک -رابطه تنش باشد. میxتنش برشی در صفحه xتنش محیطی و x ،تنش عمودی در راستای xکه 

 :[8] باشد ر میتک لایه به صورت زی
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که به  باشند از صفحه مرجع می zکرنش برشی در فاصله xکرنش در راستای محوری و محیطی و به ترتیب  وxکه 

 :[8] شوند صورت زیر تعریف می
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      (6)  

که  ,0 ,0 ,0, ,x x     کرنش سطح میانی پوسته و , ,x x    ها به  که روابط آن باشند انحنای صفحه میانی پوسته می

  :[7] باشد صورت زیر می
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    (7)  

 :[31] شوند می بیانهای آن به صورت زیر  باشد که مولفه می انتقال یافته یس سفتی کاهش یافتهماتر ijQ همچنین
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    (9)  

در رابطه   sو  c همچین وهای لایه کامپوزیت  همان زاویه الیاف و  ماتریس سفتی کاهش یافتههای  مولفه Qijق در رابطه فو

( و 7( در معادله )7( و )6با جایگذاری معادلات ) .باشد می xالیاف آن لایه نسبت به محور  سینوس زاویهبه ترتیب کسینوس و فوق 

 :[8] آیند های نیرو به صورت زیر به دست می (، منتجه1( و )1وابط )سپس جایگذاری معادله حاصل در ر
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های سفتی کششی، کوپلینگ کشش و خمش و سفتی خمشی  به ترتیب ماتریس [D] و [B] ،[A] های ( ماتریس8در رابطه )

 .[8] شوند شوند که به صورت زیر تعریف می نامیده می
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ijام و kفاصله سطع مرجع پوسته تا سطوح خارجی و داخلی لمینت  hk-1و  hkها،  بیانگر تعداد لایه nکه  k
Q    ماتریس

( در 8( و همچنین با جایگذاری معادله )30( و )9با توجه به معادلات ) .باشند ام میkبرای لایه سفتی کاهش یافته انتقال یافته برای 

 :[7] زیر نوشت صورت( را به فرم ماتریسی به 3توان معادله ) (، می3معادله )
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 نآر د کهدر آن که  , 1,2,3ijL i j  شوند می که به صورت زیر محاسبه باشند عملگرهای دیفرانسیلی می. 
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( ) ( ) ( )

2 3




 

 

 

   
   

   

    
     

   

   
    

    

 
 

 

A A
L A h

R xx R t

A A B B B A B
L A

R x RR x R R

B B BA
L B

R x Rx R x x

A B

R R

    (32)  

2 2 2

12 66 12 66 16 26 26

21 162 2 2 3 2

2 2

66 66 26 26 26

22 66 2 2 2 3

2 2

22 22 22

2 3 4 2 2

3

12 66 12 66 22 22

23 2 2 2

2
( ) ( ) ( )

3 2 2 5 3
( ) ( )

2
( )

2 2
( ) (

 








    
     

   

 
     

 

 
   

 

  
    

 

A A B B B A B
L A

R x RR x R R

B D A B D
L A

R R xR x R R

A B D
h

R R R t

B B D D A B
L

R R x R

3

22 22

3 3 4 3

3 3

16 26 26 26 26

16 3 2 2 3 2

) ( )

3 3
( ) ( ) ( )

 



 
 

 

  
     

  

B D

R R R

D A B B D
B

R R xx R R R x

    (31)  

3 3 3 3

12 66 16 26 2612

31 11 3 2 2 2 2 3 3

3 3

12 66 12 66 22 22 22 22

32 2 2 2 3 3 4 3

3 3

16 26 26 26 26

16 3 2 2 3 2

33

2 3

2 2
( ) ( ) ( )

2 2 3 4
( ) ( ) ( )

  

 



     
     

      

    
     

  

  
     

  

B B B A BA
L B

R x Rx R x x R R

B B D D A B B D
L

R R x R R R R

D A B B D
B

R R xx R R R x

L
4 2 4 2

12 6612 22

11 4 2 2 2 2 3 2

4 2 4 4

16 2622 22

4 4 2 2 3 3 3

2 42 2
( ) ( )

4 4
( )

 


  

   
    

    

   
    

     

D DB B
D

Rx x R x R

D DD A
h

RR R t x R x

    (31)  

 های دوجداره پوسته 2-2

طورکامل  ها به طور مفصل بحث شد و معادلات حاکم بر این پوسته ای تک جداره به های استوانه در بخش قبل، در مورد پوسته

 ای دوجداره )تودرتو( خواهیم پرداخت. های استوانه به بررسی پوسته پژوهشاستخراج و ارائه گردید. در این 

اند و نیروی  هم متصل شده به k0یک بستر الاستیک وینکلر با ثابت فنر شود که پوسته داخلی با پوسته خارجی توسط  فرض می

q(x,)  ای دوجداره آورده شده است. ( شماتیک یک پوسته استوانه2در شکل) شود. به پوسته وارد می بستراز طریق این 

 

 جداره دوای  شماتیک یک پوسته استوانه .2شکل 

 زیر بازنویسی خواهد شد:معادلات کلی حاکم بر حرکت پوسته به صورت 
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2

0 2

2

0 2

2 2 2

02 2 2

1

1 1 1

1 2



   

  



 

 

 
 

  

     
    

     

  
    

    

xx

x x

xxx

NN u
I

x R t

N N M M v
I

x R R x R t

M M NM w
q I

x R R x R t

    (37)  

که در معادله فوق،  0 2 1q k w w  با تکرار روند بخش قبل برای  باشد. نیروی وارده توسط فنر در راستای شعاعی می

 توان به فرم ماتریسی زیر نوشت: ( را می3های دوجداره، معادله ) پوسته

11 12 13 1

21 22 23 1

21 32 33 1

11 12 13 2

21 22 23 2

31 32 33 2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

     
     
     
       

     
     
     
     

        

cupling cupling

cupling cupling

L L L u

L L L v

L L L K K w

L L L u

L L L v

K L L L K w

   (36)  

 
 ( آورده شده است. 3باشد که خواص مکانیکی آن در جدول ) می T300جنس پوسته مورد مطالعه در این پژوهش           

  T300 خواص مکانیکی. 1 جدول

جنس  مدول یانگ مدول برشی ضریب پوآسون چگالی

  ماده

 

(Kg/m
3
) 

23 13 12 G23 

(GPa) 

G13 

(GPa) 

G12 

(GPa) 

E3 

(GPa) 

E2 

(GPa) 

 

E1 

(GPa) 

1540 0.49 0.24 0.24 3.35 5.65 5.65 10.8 10.8 312 T300 

 حل تحلیلی -0

ئل ارتعاشاتی های تحلیلی برای مسا حل که یکی از راه 3در چارچوب روش گلرکینمعادلات حاکم به دست آمده در بخش قبل، 

 :شوند به صورت زیر تعریف می ها پوسته های جابجایی . در این روش میداناست حل شده است

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

n

n

i t

mn n m

m n

i t

mn n m

m n

i t

mn n m

m n

u U X x Y x e

v V X x Y x e

w W X x Y x e







 

 

 

 

 

 













     (37)  

)ضرایب مجهول و همچنین  mnWو mnU ،mnV، آنکه در  , , , , , )n m n m n mX Y X Y X Y بطور مثال  باشند. توابع مثلثاتی می

 نظر گرفته شده است. زیر در  بصورتفوق توابع گیردار -و گیردارساده -سادهبرای شرایط مرزی 

                                                   
1
 Galerkin’s method 
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1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

( ) cos( ) , ( ) sin( ) , ( ) sin( )

( ) cos( ) , ( ) sin( ) , ( ) cos( )

n n n

m m m

n n n
X x x X x x X x x

L L L

m m m
Y x x Y x x Y x x

S S S

  

  

  

  

    (39)  

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

( ) cos( )sin( ) , ( ) sin( ) , ( ) sin( )

( ) cos( ) , ( ) sin( ) , ( ) cos( )

n n n

m m m

n n n n
X x x x X x x X x x

L L L L

m m m
Y x x Y x x Y x x

S S S

   

  

  

  

   (38)  

ای ارائه   این توابع برای ارضا کردن شرایط مرزی در دو انتهای پوسته استوانهباشد.  می S=Rو  x2=Rوق که در معادلات ف 

( در معادلات 37با جایگذاری معادله ) شوند. شایان ذکر است که در مقاله حاضر، اثرات شرایط مرزی مختلف بررسی شده است. می

 له مقدار ویژه زیر خواهد شد:اوانه، منجر به مسگیری در راستای طول و محیط است حاکم و انتگرال

    2

0

0

0



   
  

    
     

mn

n mn

mn

U

K M V

W

     (38)  

 
باشند. به منظور حل مسلئه مقدار ویژه به دست آمده،  به ترتیب ماتریس سفتی و ماتریس جرم می [M]و  [K] (،36در معادله )    

 شود. باید برابر صفر (38دترمینان ماتریس ضرایب در سمت چپ معادله )

   2det( ) 0 nK M      (20)  

 ای به دست خواهد آمد. با حل معادله فوق، فرکانس طبیعی پوسته استوانه

 نتایج عددی و بحث -0

در صحه سنجی نتایج برای جداره و دوجداره پرداخته خواهد شد.  های تک در این بخش به بررسی نتایج حاصل از تحلیل پوسته

بعد  که پارامتر بی شده است آورده یک ماده ایزوتروپ از جنس جداره تک ای استوانه یک پوسته بعد بی های اصلی ( فرکانس2) جدول

ت جداره بصور [ در پوسته تک31فرکانس طبق مرجع ]
2(1 )

R
E

 
 


 تعریف شده است: 

 در شرایط مرزی مختلف در تیر و پوسته بعد بی مقایسه فرکانس طبیعی. 9 جدول

  پژوهش حاضر [10مرجع ]

  شرایط مرزی 

 ساده-ساده 060371 060363

 گیردار-گیردار 060117 060129

 ساده-گیردار 060288 060218

 

 گردند:به صورت زیر معرفی میبرای فرکانس طبیعی بعد پارامترهای بیمقاله دراین 

2 11,


  eq

eq

AA
L E

E I h
      (23)  

بر فرکانس طبیعی آورده شده  قطرطول به تأثیر ( به بررسی 7( تا )1در جداول )ده است. ( تعریف ش30در رابطه ) A11که 

یابد. همچنین با نزدیک شدن قطر  نیز افزایش می بعد طبیعی بیشود با افزایش این نسبت، فرکانس  است که همانطور که مشاهده می
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لازم به ذکر  شود. جداره نزدیک می پوسته تک بعد طبیعی بیوسته دوجداره به فرکانس پ بعد طبیعی بیفرکانس  داخلی به قطر خارجی

 ( درنظر گرفته شده است.23بعد طبق رابطه ) است که پارامتر بی

 [90/0/0/90]چینی  و لایه ساده-در شرایط مرزی ساده پوسته دوجداره بعد بیبر فرکانس طبیعی  خارجیقطرنسبت طول به تأثیر . 0 جدول

(d2/h=50,d1=0.8d2, k0=10
9
(N/m)) 

  m=1 m=2 

  n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 n=3 

L=2d2   3.0309 6.2187 9.1831 1.9932 4.0338 6.0361 

L=5d2   5.8982 14.6898 23.0830 7.1868 10.1942 14.9238 

L=10d2   7.5807 23.5927 41.2676 27.1374 28.7472 33.3791 

L=20d2   8.3099 30.3227 60.4728 108 108 110 

 [90/0/0/90]چینی  لایه گیردار-گیرداردر شرایط مرزی پوسته دوجداره  بعد بی بر فرکانس طبیعی خارجی قطرنسبت طول به تأثیر . 0 جدول

 (d2/h=50,d1=0.8d2, k0=10
9
(N/m)) 

  m=1 m=2 

  n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 n=3 

L=2d2   3.6948 7.2514 10.5910 2.5288 4.8694 7.1813 

L=5d2   8.5934 18.4115 27.6694 8.0743 12.9528 18.7218 

L=10d2   13.7113 34.3737 54.3724 27.5962 32.2970 41.1152 

L=20d2   17.5563 54.8451 962 108 110 117 

 [90/0/0/90]چینی  لایه هساد-گیرداردر شرایط مرزی بعد  بی پوسته دوجداره بر فرکانس طبیعیخارجی  قطرثیر نسبت طول به أت. 5 جدول

(d2/h=50,d1=0.8d2 ,k0=10
9
(N/m)) 

  m=1 m=2 

  n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 n=3 

L=2d2   3.9794 7.8584 11.4264 2.6334 5.2033 7.6721 

L=5d2   8.8763 19.7261 29.8877 7.9907 13.2823 19.6988 

L=10d2   13.1968 35.5053 57.6314 27.4896 31.9629 41.3152 

L=20d2   15.8487 52.783 968 108 110 116 

چینی کامپوزیت بر فرکانس طبیعی پوسته کامپوزیتی پرداخته شده است که نتایج آن در  زاویه لایهتأثیر  ادامه به بررسیدر 

چینی برای پوسته  ، انواع زوایای لایه30ساده و نسبت طول به قطر -ساده( آورده شده است. بدین منظور در شرایط مرزی 6جدول )

 مورد مطالعه قرار گرفت.ای کامپوزیتی  استوانه

  ساده-در شرایط مرزی ساده پوسته دوجداره بعد بی بر فرکانس طبیعیکامپوزیت  گذاری لایه یزوایاتاثیر . 6 جدول

(d2/h=50,d1=0.8d2,k0=10
9
(N/m),L=10d2) 

  m=1 

  n=1 n=2 n=3 

[90/0/0/90]   7.5807 23.5927 41.2676 

[0/90/90/0]   767937 2167876 1362939 

[90/0/90/0]   7.2872 2166376 1361666 

[0/90/0/90]   761207 2161877 1068771 

[60/90/90/60]   963069 1069862 6763980 

[45/30/60/80]   3063207 1263917 6167217 
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ساده -گیردار و گیردار-ساده، گیردار-شکل مودهای پوسته دوجداره به ترتیب در شرایط مرزی سادهنیز ( 7( تا )1در شکل )

 .ن داده شده استنشا

  
 

d2/d1=2,L=5d2 ,k0=10)ساده -. شکل مود پوسته در شرایط مرزی ساده0شکل 
9
,m=n=1) 

 

  

 
d2/d1=2,L=5d2 ,k0=10)گیردار -. شکل مود پوسته در شرایط مرزی گیردار0شکل 

9
,m=n=1) 

 

 

  
 

d2/d1=2,L=5d2 ,k0=10) ساده-. شکل مود پوسته در شرایط مرزی گیردار5شکل 
9
,m=n=1) 

 

ساده آورده شده -پوسته دوجداره در شرایط مرزی ساده بعد اصلی طبیعی بی( تاثیر افزایش سفتی فنر بر فرکانس 7در جدول )

 یابد. نیز افزایش می اصلی بعد طبیعی بیشود با افزایش سفتی فنر، فرکانس  است. همانطور که مشاهده می



 ایران  –تهران   –1031آذر ماه  03و  92 –المللی آکوستیک و ارتعاشات  کنفرانس بین زدهمینسی

 

 

10 

 [90/0/0/90]چینی  و لایه هساد-در شرایط مرزی سادهبعد  بی فرکانس طبیعیبر تاثیر سفتی فنر . 7 جدول

(d2/h=50,d1=0.8d2, L=20d2) 

132 138 137 135 135 130
 130 k0 

961088 961011 962182 767786 760627 668297 668311  
 

 گیری نتیجه -5

با روش گلرکین مورد بررسی قرار گرفته است. با بررسی نتایج عددی  های کامپوزیتی تودرتو اد لولهاین مقاله ارتعاشات آزدر 

 موارد زیر قابل استنباط است.

  کند. ای افزایش پیدا می استوانه پوسته بعد بیا افزایش نسبت طول به قطر استوانه خارجی، فرکانس طبیعی ب 

  جداره نزدیک  جواب به حالت پوسته تک کم شده و بستربا نزدیک شدن قطر داخلی استوانه به قطر خارجی آن، تاثیر

 شود. می

  کند. نیز افزایش پیدا می پوسته بعد بی، فرکانس طبیعی بستر وینکلربا افزایش سفتی 
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